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В статье устанавливается, что средние арифметические функций Лебе­
га произвольной ортонормированной системы, ограниченной в совокупно­
сти, имеют логарифмический рост. Этот результат содержит в себе теоремы 
А. М. Олевского (*,2) о росте функций Лебега ограниченной ортонормиро­
ванной системы.

Доказательство указанного факта по существу аналогично доказатель­
ству логарифмической оценки снизу для осредненной по сдвигам суммы 
модулей коэффициентов Фурье по ограниченным ортонормированным си­
стемам, установленной автором в работах (3,4).

Через В будем обозначать положительную постоянную, которая может 
быть различной в разных формулах.

Справедлива
Теорема 1. Если {fn(t)}n=i — ортонормированная на [0, 1] система 

функций, {ап} — последовательность чисел и выполняются условия

||/„||оо^В, и=1,2,..., (1)

то для любого п—1, 2,... справедливо неравенство

п 1 m In
akfk(t) | dt + ^ | ^akfh(t) | dt^ 

m = l 0 A.= l 0 ft—1

Slogn
n (2)

k=i

Приведем схему доказательства этой теоремы. Пусть 2Я_1^ 
^п<21{, N=i, 2,... Положим

F{y, t) =
arfiAf) при

п
piv-i-l

при
(3)

1 ПРИ г/е[°’2^Г']’

0 при
(4)

О 4
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(5)

Имеем (см. (3), (4))
Л _ n_ _р n 1

-JV77 У, | | = У, | ^F(y,t)AP(y)dy | .

р=1 й=1 р=1 О

Функцию ЛР(г/) представим в следующем виде:
1 I 2m+t

ЛР(р)=1-у------ y.-F^ У Ъ^фЛу^+^^у),
2 I у2т ■4—'1,1 = 0 Й = 2™-|-1

где — система Хаара, {фл(у)} — система Шаудера (см. (3), стр. 63,
141), х — любая точка интервала ((р—l)/2w+‘, р/2Л+‘), а функция Х(х, у) = 
=0 вне интервала ((р—1)/2Л+‘, p/2*v+‘), и |Z(z, у)|=С1.

Обозначим

(6)

(7)

Имеют место неравенства (см. (1), (3), (6), (7))

|co(OI^S, при 2’л</с^2",+‘,
(8)

Далее используется неоднородное неравенство, дающее оценку снизу 
нормы в пространстве Н ряда по системе Хаара. Это неравенство является 
частным случаем неоднородных неравенств, установленных в работе авто­
ра (4). Справедлива (см. (3))

Лемма. Пусть 2 щ/Дг) — ряд по системе Хаара такой, что 

|б„(ж)|^-^-, же[0, 1], (9)
где

<pi 
б0(л:)=а1Х1(.г), б„(х)= У ак%к(х), п=1,2.

A=2n-i-f-l
Тогда выполняется неравенство

1 ои 1 со
J Jb’X/UkfacSB !1Е б„(х) | бх.

0 тг=о 0 п~0

Применение этой леммы дает следующее неравенство (см. (5) — (10)):

(10)
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к

71N 2m+1

тп=0 A=2m + 1 k—1

(11)

Из неравенства (11), учитывая неравенство
1П п

J | | dt>B-2“к 1щ1,
0 /г = 1 k=i

получаем (см. (3), (7), (11))

2"*+| п

(12)

Применяя неравенство (12) к сдвинутым средним

Ea,i<*>A<”(o \dt,
р = 1 0 fe = l

где a^fki,)(t)=ah+sfk+s(t) при k>s, a? IГ’ (t)=0 при l^/c^s, s = l,..., ra, 
и суммируя полученные неравенства по s, получим неравенство (2).

Теорема 1 доказана.
Более слабое неравенство с заменой средних арифметических на верх­

ний предел было анонсировано А. М. Олевским (2).
Из теоремы 1 непосредственно следует неравенство

п 1 т п

У, J [ У, (t~) j dt^B log п^ак (1 - - ---- j .
m = l 0 k=l k~i

Применяя это неравенство, получаем следующие утверждения.
Теорема 2. Пусть {/„(«)} — ортонормированная система, ограничен­

ная в совокупности.
Тогда для любого тг=1, 2,. . . найдется множество Е„, |Еп | >51>0, та­

кое, что
. п 1 m

1
= 1 О А = 1

при всех х<^Еп.
1R

dt^B log п



Теорема 3. Пусть {«4 — последовательность попарно различных 
натуральных чисел.

Тогда для всякого N ==1,2,.. . выполняется неравенство

— J | eintx | dx^B log N. 

m'—'i 0 h= 1

Теорема 3 устанавливает справедливость в среднем гипотезы Литтл­
вуда.
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