
Доклады Академии наук СССР
1975. Том 223, № 1

УДК 517.22 МАТЕМАТИКА

В. И. БУСЛАЕВ

НЕКОТОРЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ МНОГОЧЛЕНОВ 
С ВЕЩЕСТВЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

(Представлено академиком С. М. Никольским 20 II1975)

В заметке получены неравенства для многочленов с вещественными 
коэффициентами, являющиеся в некотором смысле усилением хорошо из­
вестных неравенств С. Н. Бернштейна и С. М. Никольского, а именно до­
казана следующая

Теорема. Пусть многочлен Р(х) представляется в виде Р(х) = 
=Q(x)R(x), где

(?(*)= (х-а.),
1 = 1

Q(;r) — вещественный многочлен такой, что |а;|>1, 1=1,... ,q, a R(x) — 
произвольный многочлен степени г.

Тогда для всякого отрезка [а, 5], лежащего строго внутри отрезка, 
[-1,1],

ILp(«, 0)<С(а, 6)ц||Р(л:)

Н^’(^) Нг-рЧ— ьу^С{а, b)p',v 1/j,’||P(a:) ILp(-i, 1);
где

p=r+i+y J_
J I a. I

a C (a, b) зависит только от a и b.
Проиллюстрируем теорему на примере оценки интеграла

? \р'(а)\
J max IP (01 Х’
— п ' '

где Р (х) — произвольный вещественный многочлен степени п. Этот ин­
теграл в неявном виде встречается в работе (*), в которой оценивается 
энтропия бернштейновского класса функций В„ в некоторой специальной 
метрике. Из неравенства С. И. Бернштейпа

IP' (х) |^тг шах |Р(01
х—1^/<х+1

следует только лишь, что

? \Р'(х)\
max IP (2)1

X-k/<-v+ 1
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в то время как из сформулированной выше теоремы следует, что

С \Р' (х) 1
J max |P(i)i dx^CiTi,

где С,. — абсолютная константа.
Заметим, что утверждение теоремы становится неверным, по крайней 

мере, в своей первой части, если Q(x) — произвольный, пе обязательно ве­
щественный многочлен. Пример:

Первая часть утверждения теоремы для случая р=°° была доказана 
в работе (2). Идея доказательства теоремы при ItC/hC00 состоит в следую­
щем. В зависимости от величины

9
IE(1/я,)

i=l

рассматриваются два случая. Если А велико по сравпепию с р, а именно, 
если A^Ci(a, &)р, то, пользуясь вещественностью многочлена <2(ж) и не­
равенствами С. Н. Бернштейна (3) и А. А. Маркова (4), оценивающими 
рост многочлена R(x) и его производной вне некоторого фиксированного 
отрезка, нетрудно доказать, что сумма

!!?'(*)

не превышает ||Z’(ac) л, если sign А=+1, и пе превышает ||Р(ж) ||Lp(&, d, 
если sign А=—1, т.е.

\\Р'М ||ьр(я, Ь)+||Р(Ж) U’<0, Ь)=С ||Р (х) l|Lp(_,, о.

Если Л^С^а, &)ц, то многочлен Р(х) удается заменить многочленом 
Fix') степени С2(я, Ь) ц таким, что при хе^[— 1, 1]

V2|P(z)|^|P(rr)K/2|P(a:)|;

Р'(х) | =С21 |+C2p|P(:r) |.

(1)

(2)

Поэтому в указанном случае утверждение теоремы вытекает из нера­
венств Н. К. Бари (°) для многочлена Р(ж), обобщающих неравенства 
С. Н. Бернштейна и С. М. Никольского:

Р'ОО Имя, ь)=<С3(«, Ь) ц||Р(ж) ||ГрН1, о,

11грщ, Ь)<сз(а, &)ц1/р 1/2’’||.Р(щ) Lp(-i, о, lsSp</==S«>.

Построение многочлена Р(х), удовлетворяющего неравенствам (1) и 
(2), опирается на следующую лемму.

Лемма. Пусть все корни a.i,...,aq произвольного многочлена Q(x) 
таковы, что | щ | ^d, i=l,. . . , q.
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Тогда при к=1, 2,... справедливы неравенства

iy(O)l<lg(O)|m("‘+1)-„-(,"+t~1),
dk

где

m = max
d
Ui

i=i

Итак, теорема доказана.
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