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Одной из основных задач алгебраической теории кодов является пробле­
ма разработки конструктивных методов построения помехоустойчивых 
систем кодирования, обладающих максимальной скоростью передачи ин­
формации (или, что то же самое, максимальной мощностью кодовых под­
множеств) при заданных ее основных параметрах и, t п <?, где п — блоко­
вая длина кода, t — число исправляемых ошибок, q — основание кода. В за­
метке приводятся некоторые результаты относительно возможностей по­
строения в метрике Хемминга помехоустойчивых систем сигналов, мощ­
ность кодовых подмножеств которых намного превосходит мощность всех 
аналогичных известных в литературе наилучших линейных кодов.

Наша основная концепция заключается в следующем.
Теорема 1, Как бы велико ни было число 0 и каков бы ни был метод 

построения линейных корректирующих кодов, исправляющих t симметри­
ческих ошибок, опираясь на него, всегда можно указать такие значения па­
раметров п и q, для которых можно строить новые классы кодов, мощность 
кодовых подмножеств которых более чем в 0 раз будет превосходить мощ­
ность соответствующих кодов, построенных первоначальным способом-, при 
этом сохраняется их прежняя корректирующая способность.

Мы будем считать, что задан метод построения систем кодирования, ис­
правляющих фиксированное число t ошибок, если указан вполне определен­
ный способ, позволяющий для произвольных п и q строить такие системы.

Рассмотрим на примерах кодов Хемминга и Боуза — Чоудхури — Хок- 
вингема, какую физическую интерпретацию допускает теорема 1.

1. Коды Хемминга. Как известно ('), кодами Хемминга называ­
ют класс линейных кодов, исправляющих одиночные симметрические ошиб­
ки. Эти коды, хотя и являются оптимальными в классе линейных кодов, од­
нако относятся к разряду кодов, для которых разработан метод построения. 
А поэтому согласно утверждениям теоремы 1 должна существовать конст­
руктивная возможность, позволяющая увеличивать (даже неограниченно) 
их мощность.

Условимся в дальнейшем через g(n, q) обозначать мощность наилучше­
го кода Хемминга длины п и основания q, а также &q(n) =ql}oetnl, где [ж] — 
наименьшее целое, не превосходящее х, и {х}=х— [ж].

Случай q=3 *.

* В случае q~2 наш метод неэффективен.

Теорема 2. Для любых целых значений п, удовлетворяющих усло­
виям

logs 7z<{logs п}<2 logs (зуб),
существуют системы сигналов с основанием 3, корректирующие одиночные 
симметрические ошибки, мощности кодовых подмножеств Ь(п, 3) которых 
строго превосходят мощности соответствующих кодов Хемминга и удовлет­
воряют неравенству

Ъ(п, 3)>31_(10gs5n,g(ra, 3).
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Этот результат допускает также и некоторое усиление, а именно спра­
ведлива

Теорема 3. Всегда найдутся такие значения параметра п, для кото­
рых можно строить системы кодирования с основанием 3, исправляющие 
одиночные ошибки, мощности кодовых подмножеств Ъ(п, 3) которых удов­
летворяли бы неравенству

b(n, 3)>31-llog.(i"+5<n)»g(n, 3),
где 8 (п) =1 или 2.

Так, например, справедлива
Теорема 4. Пусть т=^р... ,р„, р„ s=l,..., о,— простые числа вида 

8/с+5, gs — первообразный корень по модулю ps,
^2,_ jyL

Qs=P!...ps (<Л=1), Ms =—-—-,
4

ps' = , {logs m} > log3 2.
4

Тогда для любых целых а и п (ёз(т)<2п<т/2) множество всевозмож­
ных решений сравнения

a ms— 1 Ps’

Qs-t (gfiu+p.v) xiIs+Pl’v+u=a(mod m),
s = l r = 0 tz=l

где xu, u^n *,  принимает произвольно значения 0, 1 и 2, является кодом 
длины п с основанием 3, исправляющим одиночные симметрические ошиб­
ки, мощность наилучшего среди которых

* хи=0 для всех и>п.
** р — простое нечетное число.

Ь(п, 3)>3‘-{1^т)^(л, 3), 6(тг) =1.

Или же справедлива
Теорема 5. Пусть m=pl...pa, где ps — простые числа вида 8fc+3, 

m>B3(2m) и q=3.
Тогда для произвольных целых чисел а, [3 и п (e3(2n) <2n<m) множе­

ство всевозможных решений системы сравнений
с mg— 1 2ps'

C,s-i(gs2“+psf)a::2-vi+2p>+'‘^a (mod тп),

n

У, х-ж^у (mod2).
U=1

где xlL=Q, 1 и 2 (имбп) и x,,=Q (u>n), является кодом длины n, исправляю­
щим одиночные симметрические ошибки, мощность наилучшего среди ко­
торых

b(n, 3) >31~f,OSj2m,g(«, 3), 6(п)=2.

Рассмотрим теперь общий случай произвольного q=pv **
Теорема 6 (т>1). Для любых целых значений п, удовлетворяющих 

условиям
log, (g'-O-^floggnJ^l/v,

существуют системы сигналов с основанием q, исправляющие одиночные 
симметрические ошибки, мощность кодовых подмножеств которых b(n, q) 
удовлетворяет соотношению

b(n, q) ^р''~ '"Ы, q).

S — ■ t Vi=0 U — i

61



Теорема 7 (v=l). Для любых целых значений п, удовлетворяющих 
условиям

log? (6~ IX’>C{iog,/zj-CJog,, р/со (и), 2<и (п) <4,

существуют системы сигналов с основанием р, исправляющие одиночные 
симметрические ошибки, мощность кодовых подмножеств Ъ(п, р) которых 
удовлетворяет неравенству

Ь(п, р)>р1-(1”гРру

Этот результат допускает некоторое усиление.
Теорема 8. Существуют такие значения п, для которых можно 

строить коды с основанием р, исправляющие одиночные симметрические 
ошибки, мощность кодовых подмножеств которых

Ъ{п, р)>р'-11пы2п}д(п, р).

2. Коды Боу за—Чоудхури —Хок в пн гем а (Б.Ч.Х.). Коды 
Б.Ч.Х. являются обобщением кодов Хеммипга на случай исправления мно­
гократных ошибок, причем аналогично кодам Хемминга они относятся к 
разряду кодов, для которых существует метод их построения. А поэтому, 
согласно нашей концепции, должна существовать конструктивная возмож­
ность, позволяющая на их основе строить новые, более мощные коды, ис­
правляющие многократные ошибки.

Обозначим через Gt(n, q) мощность наплучших кодов Б.Ч.Х. длины п 
с основанием q, исправляющие I симметрических ошибок.

Случай q—2,t=2.
Теорема 9. Для любых целых значений п ({log2 n}<log2 (2/У-З)) и 

q=2. можно строить коды, исправляющие двойные симметрические ошиб­
ки, мощность В2(п, 2) которых будет строго превосходить мощность соот­
ветствующих кодов БбЧ.Х., исправляющих аналогичное число ошибок, и 
удовлетворять неравенству

Bz{n,2)>^-^n^GAn,2). (1)

Так, например, справедлива
Теорема 10. Пусть р — простое число вида 6/е—1, удовлетворяющее 

условию {log2p}<log2 (2/1’3).
Тогда для любых целых чисел а, \ и п (е2(р)^ге;Ср) множество все­

возможных решений системы сравнений
п

\ ихи = tz (mod р),

п

и~хи = (mod р),

хи = ц (mod 3),
u = l

u—i

п

где жи=0 или 1, является кодом длины п с основанием 2, исправляющим две 
симметрические ошбки, мощность наилучших среди которых строго пре­
восходит мощность аналогичных кодов Б.Ч.Х. и удовлетворяет неравенст­
ву (1).

Случай 7=3, /=2.
Теорема 11. Пусть п — любое целое, удовлетворяющее условию 

{logs re} <log3 72, и g — примитивный элемент поля Галуа GF(e3(3ra)).
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Тогда множество всевозможных решений уравнений
п п

и~1 U=1

где xu<£GF (3), a, &^GF (е3(Зи)), является кодом длины п с основанием 3, 
исправляющим две симметрические ошибки, мощность ВДп, 3) которого 

52(/г,3) = (УзУ1-<-1>[’0Езп1С2(ге,3).
Случай g=4, t=2.
Теорема 12. Пусть даны произвольное натуральное число п>о и 

g — примитивный элемент поля Галуа GF(e4(12re)).
Тогда множество всевозможных решений системы уравнений

п п

где x„^GF(4), a, &^GF(e4(12n)), является кодом длины п с основанием 4, 
исправляющим две симметрические ошибки, мощность ВДп, 4) которого 
строго превосходит мощность аналогичного кода В.Ч.Х. а удовлетворяет со­
отношению

ВДп, 4)=4h(n>G2(n, 4),

где h(n) =[log4 /г] — (— 1)
Однако, если опираться только на результаты Боуза — Чоудхури — 

Хоквингема, то можно получить также и следующее утверждение
Случай произвольного р.
Теорема 13. Для любых произвольных значений t^2, p^2t и 

п ({logp n}<logP (p/v(re)), l=Cv(w)<2) можно строить коды длины п с ос­
нованием р, исправляющие t симметрических ошибок, мощность В;{п, р) 
которых будет строго превосходить мощность соответствующих кодов 
В.Ч.Х., исправляющих аналогичное число ошибок, и удовлетворять нера­
венству

Bi (п, р) > (р'-{'°Х р).

Следует отметить, что при неограниченном возрастании п количество 
v(n) бесконечное число раз принимает значение 1, так что справедлива

Теорема 14. При фиксированных t и p^2t и неограниченном воз­
растании п бесконечное числю раз удовлетворяется неравенство

Вфп, p)>(pI-(kSn))2'-1G((ra, р).
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