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Основной теоремой, доказанной в этой заметке, является следующая
Теорема 1. Предположим, что 5(0) и Т (0) — тригонометрические 

полиномы степени, не превосходящей п, и

?(0) а-п^0,

не имеет нулей в полуплоскости Im 0>О.
Пусть f(z) — алгебраический многочлен с действительными коэффици­

ентами, корни которого находятся в области, определенной неравенством

„ Хг п
у- , z=x+iy.2n—1 2 У

Тогда, если для всех действительных 0 выполняется неравенство 
| S (0) | < | Т(0) |, то в полуплоскости Im ОХ) имеем

1/(4)х(в)1<Р(4)г(в)1- (1)

Это неравенство, очевидно, обобщает классическое неравенство 
С. Н. Бернштейна (*) и в качестве частных случаев содержит несколько 
известных результатов. Например, полагая Т (В) =Ме~'п<}, получаем резуль­
тат К. Дочева (2).

Как несколько неожиданное следствие теоремы 1 получается аналог 
классической теоремы Гаусса о корнях производной многочлена.

Теорема. Если корни тригонометрического полинома

Т’(0)=^2 ^vei''9, а_пя„¥=0,
v= — п

лежат в некоторой выпуклой области, то и корни производной Т'(В) нахо­
дятся в той же самой области.

В основе доказательства теоремы 1 лежит «принцип сравнения», кото­
рый неявно содержится в замечательной работе Де Брейна (3). Этот прин­
цип можно выразить в виде следующего утверждения.

Теорема 2. Предположим, что УТ — замкнутое множество в комп­
лексной плоскости С и SDI является комплексным линейным пространством 
мероморфных функций с полюсами в УТ. Пусть 31 — та часть 2R, которая 
состоит из всех функций, не имеющих нулей вне УТ, a L — линейный опе­
ратор, действующий из ЯЛ в УЛ. В таком случае неравенство

[£(/) (z) | < |Z<(g) (z) [, г^С\УТ, М,

является следствием неравенства |/(z) |<|g(z) |, ммС\УГ. тогда и только 
тогда, когда Л (31) сЭ1.
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Доказательство. Пусть ]/(z) |<\g(z) | в С\Ж. Предположим, 
что £(51) <=51, но несмотря на это существует zoeC\J^ такое, что

|L(/)(z0)>|T(g)(z0)|.

Введем отношение Л=Т(/) (z0)/L(g) (z0) (очевидно, ge5l, так что L(g) (zo)^ 
¥=0). Поскольку |А.|>1, функция f—hg содержится в 51. Следовательно, 
П(/—Xg)e5l, чего не может быть, потому что L(f-'kg) (zo)=O. Таким обра­
зом, достаточность условия L (51) =51 доказана. Необходимость получается 
из рассмотрения пары /, g, где /^0, a g — произвольный элемент 51.

Следующая лемма является простым, но типичным применением тео­
ремы 3.

Лемма 1. Пусть P(z) и Q{z) — алгебраические многочлены, для ко­
торых |P(z) | < |<2(2) | в полуплоскости Н-. Imz^O и, кроме того, 
lim jZ’(z)/(?(z) | <1.

|z!-*oe

Тогда в Н выполняется неравенство

| Р' (z) -уР (z) ] < | Q' (z) -У<2 (z) |, Im -рО.

Доказательство. Пусть Ж — полуплоскость где е>0
столь малое, что неравенство |P(z) | < | Q(z) | выполняется в С\Ж. Обоз­
начим через 2Л комплексное пространство всех многочленов, а через 51 — 
множество многочленов с нулями в Ж. Как хорошо известно (4), для опе­
ратора L(z) — 7/(z), Im7>0 имеем Т(51)=51, так что лемма вытекает 
непосредственно из теоремы 2.

В качестве приложения леммы 1, получаем простое доказательство сле­
дующей известной (5) теоремы.

Теорема 3. Пусть корни алгебраического многочлена f{z) находятся 
в полуплоскости Н: Im z>0 и пусть

5(0) = &veive, Т (6) = avene, а_„¥=0.

Если T(Q')^Q в И и если неравенство |5(0) | < | Т (0) | выполняется для 
всех дейст вительных 0, то имеем

k(4)s(e) Н/Ш2'(ЮI- Im9=-0'

Доказательство. Прежде всего, отображая Н: Im 0>О в единич­
ный круг с помощью подстановки и>=егв и применяя принцип максимума, 
убеждаемся, что неравенство 15(0) | < | Т(0) | выполнено во всей полу­
плоскости Н. Далее, возьмем произвольное и рассмотрим полиномы
5, (0) =5 (0+а), 7\ (0) =71(0+а), для которых па основании сказанного 
имеем

|5Д0) |<]7\(0) |, 0=Н. (2)
Полагая z=tg ‘/20, получаем 

5,(0)
P(z) 

(i+z'T’ г,(0,"о+?щ (3)

где P(z) и <?(z) — алгебраические многочлены степепи ^2и. Так как z = 
=tg ‘/20 отображает Н в Н\{г} и, как легко видеть, Q (i) =a_ne~ina^0, то 
<2(z) не имеет нулей в И. Наконец, на основании (2) имеем |P(z) |< 
< | Q(z) |, Н. Так как, с другой стороны,

lim I I — I £(л + к) I <-
I-I Q(z) I I Т(л+а) I 
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все условия леммы 1 выполнены. Применяя эту лемму, получим 
|P/(z)-2yP(z) |<|<?'(z)—2y<?(z) Imz^O, Im 2-^0, 

откуда, полагая z=0 и выражая производные Р'(z) и Q'(z) через S/(0) и 
Ti'(Q) с помощью (3), находим

|5'(а)— у5(а) |<|?’/(а)— 'lT’(a) |, 1ш7>0, (4)

для всех а из Н.
Применяя (4) несколько раз, завершаем доказательство теоремы, так 

как /(z) — произведение линейных множителей рассмотренного типа.
Теорема 4. Пусть 5(0) и 7Д0) — тригонометрические полиномы из 

предыдущей теоремы, a /(z) — вещественный алгебраический многочлен 
с нулями в полосе | Im z | (и/2) \

Тогда в полуплоскости Н: Im 0^0 имеет место неравенство

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать теорему в част­
ных случаях /(z)=z—7, '( — вещественное и jf(z) = (z—7) (z—у), где 

| Im 71 < (n/2)и у — сопряженное у число.
Пусть h(z) =z2+2bz+c — квадратный трехчлен с вещественными кор­

нями. Как и выше, при помощи (3) введем многочлены P(z) и (>(z). При­
меняя два раза лемму 1, получим

h (~|^) ^(z) | < | h I I >

откуда, опять выражая производные P:,:}(z") и <2(,1)(z), 7с=0, 1, 2, через 
5/Л>(0) и Т\<А) (0) и полагая z=0, находим

5"(а)+Ь5'(а)+(|- + ^-)5(а) |<

< ГДа)+ЬГ(а) + (^- + ^-) Т (а)

Но это доказывает теорему, так как а—Н — произвольное и каждый трех­
член вида (z—y)(z—у), | Im у | (/г/2)'/г можно представить в виде

z2+bz+— + —, Ь2^с.
4 2

Чтобы доказать теорему 1, мы нуждаемся в следующем обобщении из­
вестной теоремы Пулена — Эрмита.

Теорема 5. Пусть корни алгебраического многочлена g(z) степени п 
лежат в полосе Q: p^Imz^g, а корни вещественного многочлена /(z) — 
в множестве Gr:-. | sin <р | ^п~'1г, где cp=arg z.

Тогда и корни многочлена f {d/dz)g{z) находятся в Q.
В этом виде теорема 5 доказана Долевым (6). Случай, когда Q действи­

тельная ось плоскости z, рассмотрен ранее II. Обрешковым (7).
Доказательство теоремы 1. Так как /(z) — произведение ли­

нейных и квадратных множителей, то, учитывая теорему 5, можно огра­
ничиться рассмотрением случая, когда /(z) — вещественный квадратный 
трехчлен с нулями в области 

я2 п
2га—1 +Т’ z=x+iy.
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Введем многочлен
2n—1

fe(z)=z2—2pzcoscp+p2, cos2 <р р^О,
2п

корни которого находятся в множестве G2n: | sin (arg z) | «£ (2га)_,/l.
Пусть теперь ЭИ — пространство алгебраических многочленов степени, 

не превосходящей 2га, а 91 — множество многочленов из ЭИ с корнями в по­
луплоскости JSC: Imzs£—е, где е>0 столь малое, что неравенство |Р (z) |< 
< I <?(г) | U’(z) и <2(z) — опять многочлены из (3)) выполняется в С\Ж. 
Пользуясь теоремой 5 в случае и теоремой 2, получаем

I I ' ImzSs°-
(5)

Полагая z=0 в неравенстве (5) и выражая, как и выше, производные 
многочленов P(z) и Q(z) через производные ^(О) и ^(б), находим

| S" (а) — р cos ф5' (а) + S (а) | <

< | Т" (а) -р cos фТ1' (а) + ) Т (а)

Этим теорема доказана, поскольку а — произвольное число полуплоско­
сти Im 05=0 и каждый вещественный квадратный трехчлен с нулями в Д£> 
можно представить в виде

/ 2 , п р2a I z — pz cos ф + — + — 
\ 2 4

2га—1
р5=0, cos2 ф 5= — --- , c^const^O.

Теперь мы готовы доказать сформулированный в начале заметки ана­
лог теоремы Гаусса.

Итак, пусть корни полинома

я-пЯп^О,

находятся в замкнутой выпуклой области Г. Нужно показать, что и корпи 
производной Т' (0) лежат в Г. Так как Т (0) — периодическая функция, Г — 
полоса вида «С1т 0=^6.

Пусть 0о — произвольное число полуплоскости 1ш0>&. Беря /(z)=z и 
применяя теорему 1 к полиномам 5(0) ^0 и Л7(0) =71(0+0о) в полуплоско­
сти Im 0>О, получаем 0< |A7Z(0) | = | Г'(0О) |, которое показывает, что 
Т'(0)^=0 в полуплоскости 1ш0>&. Случай Im 0<а сводится к уже рас­
смотренному подстановкой г=—0.

Более подробным анализом можно показать, что ^'(б) может иметь 
корень, лежащий на одной из контурных прямых Г и не являющийся кор­
нем Т(0), только когда все корни Г(0) находятся на той же самой прямой.
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