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РЯДОВ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком В. С. Владимировым 14 I 1975)

В работах Г. Ц. Тумаркина (*) получены условия, при которых из 
сходимости последовательности голоморфных функций {/n(z)} внутри 
единичного круга D следует сходимость граничных функций /„(е"в) по 
мере на единичной окружности. В данной статье с помощью теории 
абстрактных аналитических функций исследуются граничные свойства 
сходящихся рядов
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голоморфных функций в D. Находятся достаточные условия, при которых 
почти всюду (и.в.) на dD
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lim V cp„(re'e)= J1,limcp„(rei9). (1)
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Определение. Пусть Е — пространство Фреше и /(z) — аналитиче­
ская функция в единичном круге D со значениями в Е (2). Будем гово­
рить, что /(z) принадлежит классу А в D, если для каждой полу­
нормы | • | р некоторой определяющей топологию системы полунорм в Е
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Jlog+ \f (reie) \pdO<K(p,f)< + o°.
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Справедлива
Теорема 1. Пусть Е — пространство Фреше, удовлетворяющее одно­

му из следующих двух условий-.
1) Е рефлексивно-,
2) Е — сепарабельное пространство, сильно сопряженное к некоторому 

бочечному пространству.
Пусть, далее, f(z) — функция класса А со значениями в Е.
Тогда /(z) имеет п.в. на единичной окружности угловые предельные 

значения.
С помощью этого результата становится возможным доказательство 

следующих теорем.
Теорема 2. Пусть S<p„(z) — абсолютно сходящийся ряд голоморф-
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ных функций в единичном круге D и пусть

2Л со

J log+ (Е 1фп(ге'е) I ^d0<X({cp„})<+°°. (2)
О п — 1
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Тогда функции <рп(г) имеют п.в. на dD угловые предельные значения 
цп(е‘6) и п.в.
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lim ^2<p,.(rel8)= ^(p,.(g19).
п = 1 n = 1

Доказательство. Рассмотрим функцию /: D^-lp, /(z) =(<рДг),... 
.. . , cp„(z),...). В силу условия (2) /(z) является аналитической функци­
ей класса А. По теореме 1 существует такая функция f(e'9), что п.в.

lim /(rei9) =f(ei9), 
г-*1

f (e‘9) = (щ (ei9),.... a„(ei9),...).

Для каждого линейного непрерывного функционала x'^l, имеем п.в. 

lima:' (/(reie)) =ж/ (/(ei9)). (3)
г->1

Подставляя в соотношение (3) линейные непрерывные функционалы

Xi (Ь1, ■.., Ьп, ...) bi, i 1, • • •, п,...,
со

1, * * * 5 П ? • • *) ’

1=1 
получаем, что п.в. =ф(е19)

00 00 
lim У, фп (rei0) = фп (е1'9).
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Замечание. Справедлив и более сильный результат: для каждой ог­
раниченной последовательности {я,,} в предположениях теоремы 2 имеем 
п.в.
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у1 an<pn(eie).
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Известно, что если производная от голоморфной функции

ф(з)=
77 = J

принадлежит классу Харди II, (D), то п.в.
со

0е[О, 2л].

Следующая теорема является обобщением этого утверждения па функ­
циональные ряды.

Теорема 3. Пусть 

f(z, |) — голоморфная функция двух переменных в бикруге D2 и
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Тогда функции ф„ (z) принадлежат классу А, ряд U<p„(z) абсолютно 
?( = 1

сходится в единичном круге D и п.в.

lim фп(ге;е) = У| фп(е’°).
п — 1 п — 1

Доказательство этой теоремы основано на следующем утвержде­
нии, имеющем самостоятельное значение.

Лемма 1. Пусть 4r(z. — голоморфгная функция в бикруге D\ удов­
летворяющая следующему соотношению:

log+ J I 'I1' (re'“, re") \dt j dQ<K(V) < + «>.
О /

Тогда функция g: z->-4r (z, g) является аналитической со значениями в 
пространстве Харди H^D) класса А.

Заметим, что H^D) — сепарабельное пространство, сопряженное к не­
которому банахову пространству (3).

Функция /(z, £) будет голоморфной, если справедливо, например, одно 
из следующих условий:

1) функции ф„ (z) голоморфны в единичном круге D и
limsup(max^„(re’s) |)1/”<1;—* сад 0

2) последовательность голоморфных функций {фп(г)} равномерно ог­
раничена внутри D;

3) функции ф„(г) принадлежат классу II, (D) и

1ф„(ге'“) |cZ9 j s£l.

Каждую голоморфную функцию двух комплексных переменных, задан­
ную в области D'~, можно рассматривать как аналитическую функцию в 
круге D со значениями в пространстве Фреше всех голоморфных функций 
в D. Это замечание приводит к следующим результатам.

Теорема 4. Пусть f(z, g) = 2 ф„(г)%" — голоморфная функция в би- 
n = i

круге D2 и

flog+(max l/(reiB, £) \)dti<K(f, п)<+°°,
о

где Вп — компактное исчерпание единичного круга D.
Тогда функции cp„(z) п.в. на dD имеют угловые предельные значения и 

для каждой последовательности {Z„}, limsup(Z„) 1/"<1,
—> сад

со

lim У'|/„фп(ге’в) = ,0)-
П 1 7Z -= 1

Т е о р е м а 5. Если f(z, ^) = S Ф„(с) g” — голоморфная функция в обла- 71=1
сти DiXD^^z, g): |z| <1; | gi <R, /?>!}, не принимающая двух значе­
ний в С, и существует такое г0<1, что

log+ ( max \f (re'°. £) I) dQ<K(/)< + “=,
s[ = r« 
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то функции ф„(х) п.в. имеют угловые предельные значения и выполняется 
соотношение (1).

Замечаппе. Исследуя различные прсдставлоппя последовательно­
сти {<p«(z)} в топологических векторных пространствах, можно получить 
еще ряд результатов, касающихся граничных свойств голоморфных 
функции.

Автор выражает признательность Е. Д. Соломенцеву за внимание к 
работе.

Московский областной педагогический институт Поступило
им. Н. К. Крупской 9 I 1975
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