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Пусть гг=ф(г) отображает внешность замкнутой спрямляемой кривой 
Жордана Г па внешность единичной окружности v(|w|=l) так, что 
ср =°°, и г=ф(ю) — функция, обратпая к ж=ср(г). Обозначим через 
<7(z; р) расстояние от кривой Г до ее линии уровня Г1Ч-р (р>0), т. е. 
tZ(z; р) = min |z—Д, zef. п через (Г), р>1,—пространство измеримых 

<еГ, ,
1-гР

па Г функций /(z), удовлетворяющих условию

^'1йР(Г)= ( J l/(z) McZzI j < + °°.

Далее, пусть D — область, заключенная внутри Г, EP(D), р>1,—класс 
В. И. Смирнова С), Иг'1 , r=0, 1, 2, ...,—класс функций /(z) =£Д (£>), 
имеющих производную ytr,(z) на Г с модулем непрерывности

wp*(f r);6)= supJl/(r) (гл) —/<г) (z) lp|dz| j , zh=^[q>(z) е’71],

* Здесь 2(6) -<р(6) означает, что 2(6) <AfJ(6), где А - постоянная, не зависящая 
А
м* Исследования о кривых класса Rv приведены в работе (*), стр. 211-295. Н₽- 

’х:димое и достаточное условие принадлежности данной кривой Г к классу Rp, К 
■ < >•-. пока неизвестно.

который удовлетворяет условию *

(1) 
о 1

В частности, через НггаЕр(&), 0<сг<1, r=0, 1, 2, ..., обозначается 
класс тех же функции f(z)^E„(£)), для которых (1) заменяется условием

иР‘(/(г); 6)<бй (2)

В дальнейшем через Лр,1> (а также через А)',а), р>1, обозначается 
совокупность всех замкпутых кривых Г, на которых при любых /(z)e 
^Нг’гЕP(D) (соответственно при любых f(z')^H‘r'Ep(P')) для опера­
тора

3[/Д1
1 г f(z)dz

2.ni J z—t (3)£еГ,

выполняется соотношение
H'S'C/; dilx-p(r) Jl/(z) Hlc/zl j , р>1. (4)

Очевидно, класс Ар^а содержит в себе класс Ар.ш, и каждый из них 
содержит в себе известный класс 7?р замкнутых кривых Г, для которых вы­
полняется неравенство (4) при любых /(г)е£р(Г), 1<р<°° **.
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* Здесь 7(б)=<₽(6) означает, что /(6) <Л₽(б), где А - постоянная, не зависящая 
от 5.

** Исследования о кривых класса Вр приведены в работе (8), стр. 211-295. Не­
обходимое и достаточное условие принадлежности данной кривой Г к классу Rp, 1< 

пока неизвестно.

6
<вр*(/(г>; О

t1 dt =Д ®/(/(г); б). (1)

В частности, через Яг+“Е’Р(О), 0<а<1, г—0, 1, 2, ..., обозначается 
класс тех же функций /(z)e£,(D), для которых (1) заменяется условием

(2)
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Наконец, обозначим через J (через Jt) множество ограниченных обла­
стей D с односвязным дополнением и с грапицей ГеЛр,ш (соответственно 
с границей ГеЛр * ).

В этой статье дается характеристика класса НгаЕ „(D), 0<а<1, р>1, 
функций f(z) посредством паплучшего приближения:

. 1 / р 
р„(?,(/;Г)= inf ( j l/(z) — A.(z) Pldzl j , ГеЛр’1,

1 n e n Г

где — множество всех многочленов Р„(z) степени п.
Приводятся также прямые теоремы аппроксимации для функций из 

классов HP’r E„(D) и Hr+aEP(D), р>1, 0<а«£1, па кривых Г, принадле­

жащих соответственно и Лр(,2.
Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Если область D из класса J и f(z)<^IIr'rE„(D), р>1, 

r=0, 1, 2,. .., то при каждом натуральном п существует многочлен P„(z) 
такой, что

||/(z)-Z’„(z)ILp(r) < Д-со/ (7<г); —) .
п \ п /

Теорема 2. Если область D из класса J, и 1(z)^H’eJE„(D), р>\, 
0<а=^1, r=0, 1, 2, то при каждом натуральном п существует много­
член Pn(z) такой, что

\\j(z)-Pn(z)\\LMP^-L-.
пг ■а

Замечание 1. Подобные утверждения для областей D с аналитиче­
ской границей Г доказаны в работе (2). Кроме того аналогичная задача 
рассматривалась в работе (3) в предположении, что граница Г области D 
такова, что угол 0(s) между касательными к Г и фиксированным направ­
лением, как функция дуги s кривой Г, обладает модулем непрерывности

®(0; б)= sup 10(sj) —в(s>) I,
удовлетворяющим условию

Г со (0,2)
J -----------dt< + <x>, а>0. (5)
О

Отметим, что класс кривых, для которых выполняется соотношение (5), 
входит в класс R„ (см., например, (8)).

Замечание 2. Теорема 1 в частном случае при г=0 для областей D 
с грапицей Г из класса R„, 1<р<°°, сформулирована в терминах fc-го мо­
дуля непрерывности в работе (7). Кроме того вопросы приближения, 
в частности, для областей D с границей Г, удовлетворяющей условию (5), 
рассматривались в работах (4_6).

Обозначим еще через класс кривых Г, принадлежащих Ир0- п
удовлетворяющих условию

1
|a(/(w)|=^—й[ф(ш): р], о>0, (6)

Р
а через J■ — множество ограниченных областей с одпосвязпьтм дополпепп- 

т, Т<°)ем и с контуром 1 ^Ар.-„ .
Замечание •>. Класс кривых А, введенных В. К. Дзядыком (см. 

(’, 10)), принадлежит к классу А'р’х .

36



Теорема 3. Пусть область D принадлежит множеству 7,, f(z) <^LP (Г), 
Д>1. и для каждого натурального п существует такой, что

||/(z)-P11(z)Lp(r) <0<а<1.' и“
Тогда существует аналитическая в области D функция /(z), угловые 

предельные значения которой на Г, взятые изнутри, равны почти всюду 
/<=), iezT. и, кроме того, i(z)^HraE„{D), 0<а<1, p>i.

Таким образом, из теоремы 2 при г=0 и из теоремы 3 вытекает
Теорема 4. Для того чтобы функция , р>1, где Г^Ар^ ,■

.'>1, имела наилучшее приближение р\? Д', Г), удовлетворяющее при 
- ех п. п=\, 2, ..., равенству *

* Аналогичное утверждение при /> = °° в областях, границы которых являются 
кривыми из специального класса А, получено в работе (10).

(/; Г)=<~, 0<а<1, р>1, (7)

; -обходимо и достаточно, чтобы f(z)^HTaEp(JD), 0<а<1.
Замечание 4. Заметим, что из справедливости (7) при а=1 пе сле­

дует, что /(z) ^Hr'Ep(D). В этом нетрудно убедиться, рассмотрев при р=2 
функцию

й=0
в единичном круге.

В случае а=1 имеет место следующая
Теорема 5. Если область D из класса Д и /(z)exE..(D), р>Д то для 

выполнения неравенства
ь>Р’Д; 6)<б

достаточно, чтобы сходился ряд

11 = 1

Замечание 5. При доказательстве обратных теорем аппроксимации 
существенное место занимают оценки, приведенные в работах (и, ,2).

Замечание 6. Вопросы, связанные с обратимостью теоремы 2 при 
любых г, г=0, 1,2, ..., будут рассмотрены в другой нашей статье.
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