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ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Расшифровка векторной системы (в.с.) может быть доведена до конца 
(по Ринч — Бюргеру (\ 2)) при соблюдении двух условий: 1) налицо все 
точки в.с., 2) точки в.с. не перекрываются. При переходе от таких идеаль­
ных точечных в.с. к реальной межатомной функции исследователь имеет 
дело с обычной картиной патерсоновских максимумов, размытых прежде 
всего из-за конечных размеров атомов, а также из-за их теплового движе­
ния, и потому уже на первом этапе встает задача выделения (отыскания) 
отдельных векторов на общем фоне межатомных взаимодействий (3). По­
скольку этот фон пропорционален концентрации патерсоновских пиков 
c3=N2/V (все обозначения по (3), А —число атомов в ячейке), то в реаль­
ных структурах (с3^5) достоверно выделяются над фоном Ф3 лишь век­
торы, амплитуды которых будут результатом как полного совпадения от­
дельных патерсоновских максимумов, так и их частичного наложения. 
Таким образом, мы вынужденно имеем дело с многократными векторами, 
что и вызвало к жизни целую гамму методов расшифровки функции Па­
терсона по произвольным пикам (('"'6) и др.). Но даже и в этих послед­
них алгорифмах (выручает статистика копий основной системы (о.с.) 
(4, 5) и др.) цель достигается быстрее, если конец вектора сдвига доста­
точно точпо попадает в кратный пик.

Таким образом, в первых алгорифмах (*,  2) обязательно, а в более об­
щих вторых (4“6) желательно (но не обязательно!) локализовать положе­
ния выступающих над фоном максимумов. Одной из попыток улучшить 
разрешение векторов (и тем самым получить более точные их координа­
ты) был переход к модифицированной (обостренной) функции Патерсона 
(’), но это не приводит к желаемому результату (7) *.

* Влияние обострения на фон и вероятность проявления патерсоновских пиков 
рассматривается в параллельном сообщении.

Ниже предложен эффективный и математически строгий метод разло­
жения произвольного пика реальной функции Патерсона па составляющие 
максимумы.

Как и ранее, представляем (8, 9) отдельный патерсоновский максимум 
в виде колокола Гаусса 

Рпп' =р (х) =А ехр [- (1)

и принимаем (пе уменьшая общности), что перекрывание максимумов 
(из-за концентрации) определяется истинной полушириной о отдельных 
компонентов.

Разложить результирующий патерсоновский пик — это значит найти 
число отдельных составляющих максимумов, их положения и форму (ам­
плитуду и полуширину), т. е. если

Лисп (и) = р,гп' (г»/) =У, А{ (г.) = ехр j , (2)

i i
то необходимо определить п, а также А, и z, каждого компонента.

90



Пусть в первом приближении патерсоиовские пики различной ампли­
туды обладают одинаковой полушириной о, тогда для фурье-преобразова- 
ння функции Р(и) имеем

со 2 п
F = J Р (и) cos (tu) du = exp ---- -— j оУ2л At cos (to,), (3)

— co 2 = 1

т. e. (косинус) фурье-трапсформанта произвольного патерсоновского пика, 
состоящего из нескольких максимумов, есть произведение гауссовой фупк- 
цпп в начале координат на сумму гармоник, частоты (периоды) которых 
определяются положением максимумов 4,- отдельных компонентов 
в суммарном пике. Тем самым проблема разложения суммарного патер­
соновского пика, состоящего из гауссовых компонент, сводится к задаче 
нахождения амплитуд 4,- и частот гармонических составляющих. Полагая 
для достоверно проявляющихся в фоне произвольных пиков частоты гар­
моник близкими (следствие сильного перекрывания пиков), используем 
метод Лагранжа — Дейля, который позволяет получать периоды, когда 
исходные данные охватывают только часть периода (выявление скрытых 
периодичностей) (10).

Эта задача имеет строгое математическое решение: в представлении
(3) для эквидистантного набора F(t^ необходимо составить таблицу ко­
нечных разностей и их сумм:

^(/о)Ао...
£’(i1)Ai£A<...
£(f2)A2£A2£2A,_...

F(t,}AhE^E2^E3^...,
(4) 

где
Ak~F (tk'-i) (tk), S’A =A?,—1+Aa+i,

(5) 
£Afl2=£Aft_1+£A,t+1.

Далее для значений n=l, 2 . . . составляем серию определителей вида

E”wAft. ■ E*A k EAk A

£”1AZ . £% EAt A
(6)

Если при некотором минимальном п определитель оказывается равным 
нулю, то это п дает число косинусоидальных компонентов, представляю­
щих заданный ряд значений функции. Одновременно (10) величины 
2 cos х,, 2 cos xz..., 2 cos хп будут корнями алгебраического уравнения 
степени п

zn zn_1 . . . 1

EnAk £’WA,. ..A,

EnA, £’^A;. . . A

(7)

т. е. мы приходим к периодам (частотам) гармоник. Амплитуды состав­
ляющих гармоник получаем из формул вида

— Р +Р
оГ2л Л cos[ (т+Ш, ]  ------------------------------------------ --------- ,

2”+1 sin */ 2 х, cos */ 2 х1 П (cos — cos z2)
J=2
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(8)
oT'2n At sin[ (?ra+l) =

pm-p,„+i

2n+1 sin V2 Xi sin ‘Л Xi П (cos Xt — cos Xj)

где Pm=En~i/\n+blEn-2i\n+. . .-hfcn-tAn, а величины &0 = l, th,, bn-i — 
коэффициенты алгебраического уравнения (7) для определения периодов.

Когда в произвольном паторсоновском пике суммируется большое 
число (разпесенных) компонентов, то для повышения точности следует 
формально объединять компоненты в отдельные группы по L последова­
тельных ординат положений и в рассмотренном алгорифме разложения 
перейти от оУ2лА} к о!'2л[sin(i/2La:J)/sinзамена X; на Qj=Lxj 
приводит к увеличению частот гармонических составляющих в L раз, что 
лишь способствует выделению каждой, ибо усиливается малая разность 
гармоник, участвующих в биении.

На последнем этапе необходимо учесть множитель exp (—i2o2/2).
Подчеркнем, что в паборе гармоник фурье-преобразования патерсопов- 

ского максимума, состоящего из отдельных компонентов, единственным 
параметром остается о — полуширина отдельного компонента, т. е. патер- 
соповского максимума. Этот параметр можно рассчитать априорно, если 
известпо качественное (сорта атомов) содержание элементарной ячейки, 
а именно: по методу интегральных характеристик (н) или по (8), но это 
необязательно, так как о можно достаточно достоверно определить в про­
цессе (па этапе) отыскания числа компонентов п. Для этого в ряду опре­
делителей (6) задаем некоторое начальное зпачепие о0 и варьируем пара­
метр таким образом, чтобы получить минимальное значение определителя. 
Если это не удается, переходим к определителям (6) более высокого по­
рядка. Тем самым получаем пужпоо для расчетов зпачепие параметра о 
и одновременно число компонентов п.

Отметим ряд достоинств и преимуществ рассмотренного метода разло­
жения (через фурье-преобразование) произвольного патерсоновского пика 
па составляющие, а именно: его повышенную устойчивость к влиянию 
ошибок в исходном произвольном пике *.  Прежде всего, такая устойчи­
вость уже характерна для решения задач об отыскании открытых перио­
дичностей. Далее, само преобразование Фурье, как интегральная опера­
ция, обладает сглаживающим свойством. Существенно, что метод пе тре­
бует априорного знания о. Наконец, сведение задачи о разложении к ана­
лизу гармонических составляющих обеспечивает самоконтроль, для чего 
следует воспользоваться вероятностным характером ответа о числе компо­
нентов. После того как получены параметры отдельных максимумов о, А,, 
xf, следует вычислить среднюю дисперсию случайных отклонений экспе­
риментальных значений от тех, которые получаются при суммировании 
рассчитаппых по алгоритму компонентов. Средняя дисперсия сравни­
вается с дисперсией отдельного максимума (связанной с точностью экспе­
римента) по статистике Фишера (”), которая определяет вероятпостг, 
отношения двух дисперсий для двух конечных выборок из нормальпых 
совокупностей. Тем самым будет установлена достоверность ответа о чис­
ле компонентов в произвольном пике при заданном уровне ошибок 
(шума).

* Другие методы разложения пика на компоненты (число которых заранее не­
известно),—например, различные модификации метода наименьших квадратов по­
казывают, что данные о числе п можно получить только при достаточно большом 
разрешении компонентов и небольшом их числе (12); при этом эффект ошибок в ис­
ходном максимуме приводит к большой потере в точности определения параметров 
компонентов.
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Математическое доказательство возможности разложения произволь­
ного патерсоновского максимума открывает пути для расшифровки любо­
го патерсоновского синтеза.

Реализация указанного метода на ЭВМ может быть осуществлена по 
(14,15): в реальной патерсоновской функции кристалла Na2ZrGeO5 выбран 

произвольный максимум (один из сильных, его профиль приведен на 
рис. 1); показано, что данный патерсоновский пик состоит из двух (и

Рпс. 1. Разложение произвольного патерсоновского максимума на составляющие меж­
атомные взаимодействия. 1 — контур реального патерсоновского пика в относитель­
ных единицах, 2 - межатомное взаимодействие Zr — Zr, 3 — межатомное взаимодей­
ствие Zr — Ge, 4 — теоретический контур, восстановленный как сумма пиков Zr — Ge 

и Zr - Zr

только двух) компонентов, определены амплитуда и полуширина каждого 
и положение в суммарном коптуре. После нормировки один из максиму­
мов отождествлен с взаимодействием Zr—Zr, другой Zr—Ge. Указанный 
результат полностью согласуется с данными структурной расшифровки.

В заключение отметим, что решение задачи разложения патерсонов­
ского пика позволяет перейти к более общей проблеме разложения произ­
вольного контура на его составляющие.
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