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Существующие оценки точности числепного интегрирования уравнений 
являются весьма грубыми (*)• Показывается возможность получить более 
точные оценки на основе частотных методов (2).

Если xk(t) — точные, a xk(t) — численные решения системы

1 fk (яд, яд, • • • ? Щ (0) ? 1,2,..., zz, (1)
at

получаемые при заданных яу(0) и uk(t) каким-либо известным методом 
численпого интегрирования, то текущая погрешность интегрирования

dxk(t)=xk{t)—x!l(t) (2)

представляет процесс, показатели которого (максимум, колебательность 
и др.) характеризуют точность и качество численного решения. Рассматри­
вается задача априорного (без решения (1)) определения показателей (2), 
распространяемая на различные алгоритмы численного интегрирования 
при решении линейных или линеаризуемых систем (1).

1°. Полагая, что все щ(1) и xk(t) абсолютно интегрируемы и числен­
ные решения устойчивы, при яд(0) =0 можно записать

A'Sx(a)=BSu(a>'), (3)

где Sx (и) и Sw(co) — столбцы размера пХ1 частотпых спектров

+ ~ + оо
5ay(«)=J xk(t) e~us,t dt, Sull(a>) = J dt,

A n В — квадратные матрицы порядка иХга, причем А — с диагональными 
элементами П-\(<л) п остальными еЬэ, kXq, В — диагональная матрица из
элементов

Ж(®)
МАхАА

Ж (Xs)

Mit, Nk — квазиполиномы от положительных степепен e"J (их коэффициен­
ты зависят только от при g=k), ст>=соАА со — частота, А/ — шаг,
к, 7 = 1, 2, ..., п. TF;i (а) =1/Ж (®) — обратные частотные характеристи­
ки подсистем численного решения отдельных уравнений.

Решив (3) относительно столбца Sx (со), получаем
п

Sx (и) =ТУ-5гг (со) или Sxk(®) = Иф3(со) ■Su.j(a'), (4)

где W — матрица порядка пХп из элементов ИХ,.(со), представляющих со­
бой частотные характеристики всех каналов системы числепного пптегри- 
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рования (1). Функции ИДДы) принадлежат к тому же классу, что п 
ИД (со). Обозначение аргумента (о у W и 5 в дальнейшем опускается.

2“. В силу сходимости численных решений к точным, для спектров по­
грешности имеем

8Sk=Sxh-Szh=\\ (Whq-Suq~ ( lim Wkq) -Suq). (5)
q = i

Применение к (5) обратного преобразования Фурье дает
I п +”

6а(Д) =----- V1 f (Wkq-Suq— (lim WM) ■Suq')eia,t da. (6)
2n X=J J Ai-»0q= 1 — cc

Если погрешность рассматривается только в существенном диапазоне 
частот 0^«><®тах, то пределы интегрирования заменяются на ±сотах.

Для типового входного сигнала иД!) в виде единичного скачка имеем
_ с° ,

8хк (£) = — [ (Re W2 - Re ИД) da, (7)
Л J G)

о
r;\e W2=Wkq-Suq/Suq, ИД=]ст Whq.

Xf-»O
Задача, таким образом, сведена к уже имеющей решение задаче ана­

лиза качества переходных процессов в линейных системах по их вещест­
венным частотным характеристикам. Согласно (3) возможна оценка

шах |бт>, (£) | =S?1,18N'h-max |Re ИД-Re W^, (8)

где Л’— число экстремумов модуля разности Re W2—Re Wt на отрезке 
0=^о)=Сл/Д1.

При uh(t) =cos aot, формула (6) дает выражение текущей по­
грешности интегрирования в конечном виде — без интегралов

б^ (i) = [(Re2-Rei)2+(Im2-Imi)2]V2cos( + arctg^2 ; (9)
\ Re2—jaGi /

здесь для сокращения записи обозначено Re2=Re ИДд(со0), 1ш2=
= Im ИДДсоо), Rei=Re ИД(со0), Imi=Im ИД (со0).

Как следствие из (9) записываются выражения для отдельных показа­
телей текущей погрешности: максимальной бтах, фазовой бь, амплитуд­
ной б„. Относительные погрешности, отнесенные к амплитудам _точного 
решения а0 и а на нулевой и текущей частотах, обозначены ниже бДпах, 5/ 
П 5шах, 50.

3°. Применение полученных формул иллюстрируется на примерах ин­
тегрирования систем уравнений некоторых типов (во всех случаях систе­
мы приведены к нормальной форме Коши).

а) Изолированные уравнения и системы, содержа­
щие только параллельные соединения.

Пример 1. Для алгоритма Эйлера

Относительная амплитудная и фазовая погрешности

— arctg
sin со
1 + COS со

со

2

Па характерной частоте й =ец имеем 60«eSi/4.
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со г /2- 1+ кг-
2 L ' со

6 max

Для «астатических» уравнений, у которых e/iA=0 (при Af¥=()),

1 \ 1 'h 65 <6/2 со2
--------------- ) ~, 6а =------------------ 1® -------.

co tg(co/2) ’ J 2 sin(co/2) 24

Во всех формулах приближенные равенства относятся к области Е/,л<1 
и <о«:1.

Пример 2. Для алгоритма Рунге — Кутта

&1е«+,&0,5е!°.55+&0
W.2=}k

е‘“—ф

Причем fej=/6, &о,5=2/з '/зЕац/-1/izS/j/j2, Ьо=-1/г, '/вЕлл+'/иЕ^Й '/г'.Ем’’, ф = 
= 1—ейа+'/^е,,^2—1/6е/1;13+1/21еЛ/1'‘. Относительная погрешность ио амплитуде

(1—<р) 2+4фг2

где z=sin(ffi/2).
Для «астатических» уравнений (при 8Jilt=0)

65/2 2 + cos(ffi/2)

sin (со/2) 3

б) Последовательные цени из п 
цепей при к=п, q = l имеем

п
w2=wh,=ei/[[ Wk, wt

k=l

- 1.

уравнений. Для таких

2 п

п I 8Ц Efe((t-1),

п (ico+ew,) а=’
fe=l

причем 81(1-1)=,у1. Поскольку в этом случае

(Reft,2+ImM2) =ец2" JJ(Reft2+Imft2),

Й=1
то для последнего («-го) уравнения цепи получаем

ем2+со2 \ 7i VI ,х хRe^+Im/ ) ~Xj “

k=i k=i

где (б,,)погрешности решения отдельно взятых уравнений (предпола­
гается (dj^l, A=l, 2,. Относительная амплитудная погрешность, 
отнесенная к амплитуде точного решепия на

(6a')„=JJ (Re(12-W) -JJ

(6а) „

нулевой частоте

k=i

V4 (em2+co2) -
■2_,--------------- (5« ) «■

n

-П- (е|л2+ co2) '^=—I ekh

k=l k = l

В частности, при одинаковых «постоянных времени» всех уравнений 8м = 
=е, к = 1, 2, ..., п, тта характерной частоте со =е имеем
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Видно, что относительная погрешность при увеличении длины цепи в 
коротких цепях (>г<6) растет, а в длинных (п>7) уменьшается, при этом 
растет погрешность всегда медленнее, чем длила цепи п.

в) Одноконтурные системы из п уравнений. Для ка­
нала в таких системах

ец“ П Wk
h=i

п ’

Еос” П Wk+1 k=i

причем Et(|_1> = 81п.
В одноконтурных системах ошибки интегрирования зависят также от 

величины К=гж"-. П представляющей собой коэффициент усиления 
Й=1

контура; при этом вблизи резопапсной частоты погрешности интегриро­
вания увеличиваются.

П р и м е р. Для алгоритма Эйлера

еОеп+ И (е'“-1+е№)
h—i

При 8^=е<1, Л=1, 2,..., п, на характерной частоте «=е имеем

5а =
( K2+2<’‘+2)/2Kcos(nn/4)+2n_________________ ' !

I К2+2К[ (1—0,5e)2+l]°'5ncos (raarctg----- ------ А +[ (1—0,5е)+1]"
1 \ I 0,5е /

где п — порядок системы, К — коэффициент усиления контура (формула 
справедлива для устойчивых систем с X^[tg(n/ra)+1 ]"/2). Например, для 
и=3, 8=0,03 максимум погрешности при К=2 составляет ~5%.

Для систем второго порядка («=2) максимум д„ имеет место при «= 
= е(АГ— 1)V1 и приближенно определяется соотношением

(6a)max~eg ПЦИ 8g< 1 ,

где eg=Ai/Tg, — «постоянная времени», характеризующая демпфирова­
ние системы (при форме записи характеристического уравпепия т,„2/г+ 
+rgp+l=0).

Поступило 
24 I 1974
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