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СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ ЦЕПОЧКИ УРАВНЕНИЙ
БОГОЛЮБОВА В КЛАССИЧЕСКОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 9 I 1975)

1. Согласно принятой в статистической механике точке зрения, эволю­
ция состояния системы взаимодействующих движущихся частиц описыва­
ется с помощью так называемой цепочки уравнений Н. Н. Боголюбова 
(B—B—G—K—Y hierarchy), см. (1_3). В настоящее время вопрос о сущест­
вовании и единственности решений этой системы уравнений остается от­
крытым (некоторые относящиеся сюда результаты содержатся в (4~7)). 
Данная работа посвящена задаче описания стационарных решений цепоч­
ки уравнений Боголюбова. Этот вопрос представляет интерес в связи с 
обоснованием статистической механики (проблема необратимости, схо­
димость к равновесным состояниям). Паш основной результат состоит в 
том, что для систем частиц с типичным характером взаимодействия мно­
жество стационарных решений цепочки уравнений Боголюбова в естест­
венном классе распределений сводится к равновесным распределениям 
Гиббса.

2. Распределения вероятностей на фазовом про­
странстве и корреляционные функции. Фазовое простран­
ство М=М(ТТ') системы частиц в Rv определяется как совокупность ко­
нечных или счетных множеств Х={х}, где x=(q, v), q<^R', v^RT — коор­
дината и скорость отдельной частицы, причем пересечение множества 
{()■. (q,v)eX) с любым компактом К'МП конечно. В М выделим подмно­
жество М°=МЦРг), состоящее из конечных наборов х = {х}, которое, оче­
видно, представляется в виде (J М,„ где Мп=Мп(Ну) — фазовое простран­

ство системы п частиц в R\ М0—{ф}. Аналогично можно ввести простран­
ство Ж(Й) са.Ж для произвольного борелевского множества Q<=1R\ На М° 
введем меру положив dX(x) = (n(x)!)~‘ П dx, где п(х) — число частиц, 

п dx=dq dv (но определению Л(Л/0) =1).
Состоянием системы частиц в R' мы называем распределение ве­

роятностей па пространстве М (точнее, на естественной о-алгебре в М, 
порожденной цилиндрическими подмножествами, ср. (8)), или, в другой 
терминологии, точечное случайное поле в В‘, маркированное векторами из 
R'. Состояние Р можно задавать с помощью корреляционной функции 
Рг(х), х^М‘, определяемой следующим образом (ср. (8,9)). Пусть А — 
произвольное ограниченное измеримое множество в пространстве Мп, п= 
= 1,2. . .. , — его индикаторная функция. Корреляционная
ф у п к ц и я р= (.г). х ^Мп, определяется равенством *

* Функцию ZeM„. в физической литературе часто называют га-частич-
поп функцией распределения. Введенное здесь понятие корреляционной функции 
по существу совпадает с известным в теории случайных потоков понятием функ­
ции ^-интенсивностей потока, см. (,0).
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Нетрудно показать, что корреляционная функция (если опа существует) 
однозначно определяет состояние. Условия на состояние Р, формулируе­
мые ниже, гарантируют существование корреляционной функции рР(х) и 
ее гладкую зависимость от переменных (q, и) <sx.

2. Уравнения Боголюбова. Будем говорить, что корреляцион­
ная функция рр(х) является стационарным решением цепочки уравнений 
Боголюбова, если выполняется соотношение (ср. (‘~G))

{рР (х), Н (х)} + J {рР(х U (д, у)), U(q\x)}dq dv=Q; (1)

здесь
л«>-г £ [* ’”+ £ w-rn ].

ч"-=У

Л(х)— гамильтониан системы частиц с координатами {д': (д', v') ef} и 
скоростями {v': (q',v')ex};

Л(91х) = У U(\q-q'\),

(g',r’)e.v

U — потенциальная энергия взаимодействия частицы с координатой q и 
системы частиц с координатами {д': (д', и') &х}; { } — скобка Пуассона. 
Мы предполагаем, что парный потенциал U(r). г^О, ограничен снизу и 
принадлежит классу С3 на интервале (с70, °°), d0^Q; U(r)^0 при r^df, где 
dt>d0 (условие локальности); {7(г)-*  + °° и для любого с>0 производная

— ехр[— cU(г) ]-*  0 при г-*ф+;  наконец, U(r)^ + °° при O=Cr^do. В соот- 
dr 

ветствии с этим интегрирование в (1) распространяется на множество 
D{da, х) = {(g, u)eff',X7?v: min[ |д—д'|, (д', p')e.r]>d0}.

3. Гиббсовские случайные поля. Пусть /=/(х) — измери­
мая вещественная функция на М°, принимающая, возможно, значение +°°, 
такая, что /(0)=О и если f(x)= + °°, то /(j/)=+°°. Распределение ве­
роятностей Р на М будем называть гиббсовским случайным по­
лем (в смысле Р. Л. Добрушина) с п о р о ж д а ю щ е й фу н к ц и е й / 
(ср. (*')),  если для любого ограниченного борелевского множества Qcz/?v;

а) при почти всех (относительно Р) Х^М существует предел 
h{Xa | Аф) = lim h(xa |xac), где

Xa={x=(q, v)^X: g<=Q}, Xac={x^(q, v)<=X: vQ).

i'<i и х& определяются аналогично, x-+X обозначает направленное множе­
ство конечных подмножеств х^Х и h(xQ\xa<)= £ /(g);

б) условное распределение Р (• | Афс) при условии, что фиксированы 
координаты и скорости частиц вне Q, рассматриваемое как вероятностная 
мера паЛГ(й), обладает плотностью p(x;Q|-) относительно меры X, 
представимой почти всюду в виде 

ехр{—/г(Х0|Ха«)}
л~.]Г. \ГМ. Ха=х,р(х; QIXqO 1

где За(Ха<-) — нормирующий множитель, не зависящий от ,г.
Как показано в (и), существуют весьма общие условия на распреде­

ление вероятностей, при выполнении которых оно оказывается гиббсов­
ским случайным полем. Удобство гиббсовских полей для изучения ряда 
вопросов статистической физики вытекает из того, что представление слу­
чайного поля в гиббсовском виде позволяет описывать его свойства в тер­
минах порождающей функции, значения которой играют роль независи­
мых параметров.



В целях простоты дальнейшего изложения мы ограничимся гиббсов­
скими случайными полями, порождаемые функции которых удовлетворя­
ют следующим дополнительным условиям:

1) условие твердой сердцевппы: найдется такое do'^O, что мпожество
{хеЛГ';/(х) <оо J совпадает с D(d0/) min \q —-д'|>ф/}

((?, v), (qr, v’) ex
<7'^7

(всюду в дальнейшем мы полагаем d0/=d0 (см. и. 2));
2) условие локальности: найдется такое d/>d0, что /(х)=0, если 
max _\q~q' |>d/;

(q, v), (qr, vr) ex

3) условие финитности: найдется такое п0, что /(х)=0, если п(х)^п0;
4) условие С2-гладкости: при любом п>0 ограничение функции /(х) на 

JfnnZ)(do) является дважды непрерывно дифференцируемой функцией ко­
ординат и скоростей всех частиц;

5) функция F(x) =ехр[—/(х) ] вместе со своими производными по q 
иг, (q, v)=x, ограничена на D(d0) и стремится к нулю, когда min[ |<j—q'\:

((Л у/)*=5й  q^q'\~^>, либо max[|r|: (<?, р) ex ]->+«>; функция

интегрируема на М(Q) по мере Z для любого ограниченного
Всякое гиббсовское случайное поле, порождающая функция которого 

имеет вид (с, 5=0, c^Rv, c^R1)

I ‘/^iZ+Cai^+Ca, если n(x)=l, Х = {(</, р)},
/(х) = ] если n(x)=2, x = {(gl,v1), (д2,р2)}, (2)

I 0, если n(x)>2, min \q—q'\>d0,
I (g, V). (q1 ,f' )ex,

называется p а в н о в e с и ы м распре де л о п нем Гиббс а. Легко 
проверить, что корреляционная функция равновесного распределения 
Гиббса Р удовлетворяет (1), если и только если Р инвариантно относи­
тельно пространственных сдвигов в направлении вектора с2.

4. Основная теорема. Пусть гамильтониан Н(х) соответствует 
потенциалу взаимодействия и(т), удовлетворяющему условиям п. 3. Пусть, 
далее, корреляционная функция рР(х) гиббсовского случайного поля Р с 
порождающей функцией /, для которой выполнены условия 1) —5) из п. 3, 
является стационарным решением цепочки уравнений Боголюбова.

Тогда f имеет вид (2), т. е. Р — равновесное распределение Гиббса.
Доказательство основной теоремы проводится в два этапа. Вна­

чале доказывается следующее утверждение.
Теорема 1. При выполнении условий основной теоремы порождаю­

щая функция f удовлетворяет уравнению

{/(х),Я(х)} + ^{f(x\(,q,v^,u(q\x\(q,v'))}^,x^D(,d <>). (3)

(g,u)ex

Уравнение (3) естественно интерпретировать как сопряженное к 
уравнению (1) (или, рассматривая отдельно ограничения / на каждое М„, 
как систему уравнений, сопряженную к цепочке уравнений Боголюбова в 
стационарном случае).

Второй этап доказательства основной теоремы составляет
Теорема 2. Пусть для потенциала U(г) выполнены условия п.З.
Тогда всякая функция j(x), удовлетворяющая условиям 1)—5) и урав­

нению (3), имеет вид (2).
5. Замечания. 1) Уравнение (3) представляется более удобным 

объектом для изучения, чем исходное уравнение (1), в частности, по сле­
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дующей причине: если рассматривать (3) как систему уравнений, связы­
вающих ограничения / на различные Мп, то уравнения в этой системе ока­
зываются зацепленными снизу, что в принципе облегчает их исследование.

2) Не все из перечисленных в п. 3 условий на порождающую функ- 
пию / и потенциал взаимодействия U одинаково существенны для дока­
зательства теорем 1 п 2. Теорема 1 останется справедлива, если значи­
тельно ослабить условия локальности и финитности, наложенные на /, 
а также условия С3-гладкостп и локальности потенциала U. При доказа­
тельстве теоремы 2 условие 2) также несущественно; вместо этого доста­
точно лишь потребовать, чтобы выполнялось условие

/(.т)-*0  при max _ | q—q' |
(?, *>),  (д', v’)<=x

Что же касается условия финитности f, то оно существенно используется 
при доказательстве теоремы 2.

Отказ от условия U(r) -> +<» приводит к необходимости введения до­

полнительных граничных членов в уравнение (1), после чего схема дока­
зательства основной теоремы остается прежней. Здесь необходимо лишь 
исключить тривиальный потенциал U(r)=0, r>do, отвечающий газу «твер­
дых сфер».

3) Гипотеза о возможности вывода уравнения (3) из уравнения (1) 
была впервые высказана Я. Г. Синаем в ходе доклада Г. А. Мартынова 
на семинаре в Московском университете. Первоначально авторы распола­
гали выводом уравнения (3) из условия инвариантности гиббсовского слу­
чайного поля Р относительно кластерной динамики, построенной в (7). 
Подход, изложенный в данной работе, является по существу более общим. 
Поэтому сформулированные здесь результаты можно в известном смысле 
рассматривать как обобщение на многомерный случай результатов рабо­
ты (12). Мы предполагаем более подробно остановиться на этом вопросе в 
другом месте.

В заключение выражаем благодарность Я. Г. Синаю за постоянное вни­
мание и поддержку, а также Г. А. Мартынову и В. И. Оселедцу за ряд 
полезных обсуждений.
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