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В статье (*) доказывается коэрцитивная априорная оценка решения 
общей граничной задачи для оператора Zt, являющегося произведением 
вырождающихся эллиптических операторов второго порядка, изученных 
в (2), и строится регуляризатор для этой задачи. В настоящей работе по­
лучены аналогичные результаты для оператора L. являющегося произве­
дением квазиоднородного эллиптического оператора La и вырождающегося 
эллиптического оператора Li.

Пусть a(t)eCp[0, d], p^l, oi(i)>0 при 0<t«Sd и а(0)=0. В полосе 
^n+i = {(£, я): 0<£<й, £<=/?„} рассмотрим дифференциальный оператор 
L(a(t)dt, dt, —id*), символ которого Ь(ц,Х, £), полученный заменой про­
изводных dt, —idXj и производной с весом на двойственные перемен­
ные k, и т] соответственно, можно представить в виде

L(n,%,g)=L0(A,g)L1(Ti,X,g), ...,§«) •
Условие 1 (квазиоднородной эллиптичности символа Ьо). Квазиод- 

нородная функция L0(k, g) порядка к (L0(c2y eg) ==c'‘L() (Z, g), к^О — чет­
ное число) является многочленом по к степени i/2k, причем Z-корни 
L0(k, g) не лежат на мнимой оси для любых |£| =4=0 и (1/2к+) —
число корней, лежащих в левой (правой) полуплоскости, не зависит от

Условие 2. Символ ЬДц, к, g) есть произведение l/zl (1^=2 — четное 
число) а-эллиптических символов второго порядка (см. (2)), т. е.

4,1
Li(r[,k, s) = л, £),

д=1

где Ь^О — действительные константы, а

для любых комплексных ц и g= (gi, g2........g„); g=l, 2,..., !/2Z.
Обозначим через '/21~ (’/г^+) число символов S’q, у которых коэффи­

циент bq отрицателен (положителен).
Операторы dt п a(i)^;, в отличие от их символов к и ц, не коммути­

руют. В связи с этим операторы L(a(t) dt, dt, —idx) и L'(a(t) dt, dt, — idx), 
различающиеся порядком применения производной dt и производной с ве­
сом а(£)<9г (и только они), обладают одинаковыми символами L(t},k, £) = 
=£/(т],Х, £). В работе мы не уточняем вид оператора L(a(f)dt, dt, —idx), 
ограничиваясь лишь заданием его символа, так как при условии доста­
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точной гладкости функции a(t) операторы L п L' с одинаковыми симво­
лом и различаются слагаемыми, не нарушающими, в силу следствия 1 (см. 
ниже), справедливости доказываемых теорем.

Легко видеть, что предельный символ А(0, X, ё) также удовлетворяет 
условию 1 с порядком квазиоднородности г=к+1 п допускает квазиодпо- 
родную факторизацию, т. е. представим в виде

Л(0,л,Ю=^-(0,ХД)^+(0Д,ё),

где функции L~(0, л, ё) и Л+(0, Z, §) квазиоднородны порядка г~=к~+1~ 
и г+=/г-Н+,соответственно. При каждом 'Д--//,. |£|^0 %-корни А~(0, к, §) 
(L+(0, к, £)) лежат в открытой левой (правой) полуплоскости.

Рассмотрим граничные операторы

Sj(dt,-idx)= J1, S№xd tv (~idxy, /=1,2,... ,1/2г,
;,V+2v —mj

где 4В=(^, ₽2,...,М, I М =М-^+...+?п, Пред­
положим, что операторы Sj удовлетворяют следующему условию дополни­
тельности.

Условие 3. Для любых ge/?,., |ё|^0 многочлены Sj(k, £) линейно 
независимы по модулю многочлена L~ (0, к, £).

Введем в рассмотрение пространство Ht m(Rn+i) (s5e///SsO — целые чис­
ла) обобщенных функций v(t, х), для которых конечна норма

d
ц<,т={ у, J (1+1тфав(М+чвд(*,ю12л^}2, 

p+H+2v=s О

где F„ — преобразование Фурье по переменпым x^Rn.
Рассмотрим также пространство С. Л. Соболева Ha(R„) функций G(x), 

определенных на гиперплоскости t=0, для которых конечна норма 

<«?»s={ J (i+igi2)si(^G)a)i2dQ/2.

Rn

Отметим, что для любой функции v(t, x)eHs m(Rn+i ) справедливы не­
равенства с постоянной с>0, не зависящей от и:

lii-||3_2, „,5£с|[к[Ь, m-1, s—25?m^l, р>1;
IlnlL-j, „-iSSelli-’IK-, т+с(е) ||Но, о, s>m>0, тп — четное число,

е>0 —любое, p>m—1;
m. s>2, s>m>0,

где у — оператор перехода к пределу при г-’-ЛО.
Предположим, что a—r^m—1^0, s>max{m,+2}, р> [ У (s+m) ] — 1. Вве­

дем в рассмотрение оператор 31, действующий из в

Ж.™=Я3_г.т_, (7?‘+1) П Hs_m.(Rn):

51 v = {Lv, ySiV, yS2v,..., uS>.,r-v},

Через Cyg , 0<6<d. обозначим множество бесконечно дифференци­
руемых в Rn+l функций ф (t, х), равных нулю при £2+;г2>62.

Теорема 1. Пусть a(t) еСр[0, d], а (£) >0 при 0<i=^d, а(0) =0; опе­
ратор L(a(t)dh д,, —!дк) с символом £(ц, к, ё) =L0(k, |)Li(ц, к, |) и опера­
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торы Sj(d:, —id*), y=l, 2,...,‘Аг , удовлетворяют условиям 1—3; s—г> 
Эми—/>0, s>niax{m.;+2}, р>I‘/г(s+m) ] — 1, 0<6<d.

Тогда для любых v(l, х) П1(/?,1+1) и ср (7, справедливо не­
равенство

||фр||.,,пСс(11ад^>П1 +НЫ1о,о)

с постоянной с>0, не зависящей от v и ф.
Теорема 2. В условиях теоремы 1 существует ограниченный опе­

ратор R, действующий из в Hs m(7?n+i), являющийся правым регу-
ляризатором для оператора §1, т. е. $LR=I+T, где Т — ограниченный опера­
тор U3 TGm в дббs-i-j, т+1-

Следствие 1. Утверждения теорем 1 и 2 остаются справедливыми, 
если оператор Я заменить на Sl+SI', где §1' — произвольный ограниченный 
оператор ИЗ П5) m (Rn+1 ) в И ИЗ д/ i m~i(Rn+i ) В

Доказательство сформулированных утверждений основывается 
на леммах о задачах с граничными условиями типа Дирихле на гиперпло­
скости t=0 для операторов Lo и L, и о связи между операторами 

dt, —1дх) и уЛДО, dt, —idx).
Пусть s—k^m^Q, k^2. Рассмотрим оператор 5l0, действующий из

’hh~
в &,m=Bs_kim(R*+i) ША<тЖА

3=1

Sloy= {LQv, ущ 7<Эщ,..., 70;"‘ |г}, реЯ,,т(7?^+1).

Лемма 1. Пусть оператор La удовлетворяет условию 1, s— 
a (t), р и б такие же, как в теореме 1.

Тогда для любых v(t, x)^Hs,т(7?„+1) и ф(£, справедливо не­
равенство

Ифп lls,ms£c (НЗСофиН.^ m +\1фи1А-1,т’-1'),

где m'=m, если т>0, т'=1, если т=0; существует ограниченный опера­
тор Ro, действующий из &°sme nKtm(R^+i), являющийся правым регуля- 
ризатором для оператора 910, т. е. %0R0=I+Ta, где То — ограниченный опера­
тор из в . , т4-1.

Заметим, что утверждение леммы 1 справедливо и для любого однород­
ного эллиптического оператора Lo, если пространство 77,. (7?п+1 ) заменить
на пространство W„, (7?„+i ), полученное замыканием бесконечно диффе­
ренцируемых в Rn+i функций v(А ж) по норме

у1, j (l+lgj2)p J ^(t) dptF^v) (i,g) Pdtd^j , 
p-hq = .s+|X 0

j.iCm

а пространство TfG s,m заменить на пространство

fe
Ж1=ИА_Й,„, (7?/+1) X Ы Ш.

j=i

Отсюда обычным образом можно получить нётеровость оператора, порож­
денного эллиптической задачей в ограниченной области в соответствующих 
пространствах Ws, m.
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Пусть s^m^l. Рассмотрим оператор 2Ц, действующий из Н, RR i в

Ж,„,=//5_,.т_г (йД,) X П H3^t+l (/?„):

8liP= {LiV, yv, ydtu,yd /' V-},

Лемма 2. Пусть оператор L, удовлетворяет условию 2, зДмпТл/. 
p и б такие же, как в теореме 1.

Тогда для любых v(t, х)^Hs. m(R%L1) и <p(Z, х)^С™5 справедливо 
неравенство

НсрлзНs-m^c (m +ll(pylls_lm_1);

существует ограниченный оператор Rt, действующий из me Нм„ (Н11+1), 
являющийся правым регуляризатором для оператора 9Ц, т. е. $ИТ=1+Т i, 
где Т< — ограниченный оператор из <%>'s m в m+r

Лемма 3. Пусть s^2/+Z+2, s—I—2j^m—Z^O, p^ ['/г (md-.s) ] —1.
Тогда для любых v(t, x)^H„. (Rn+i)

^dtiLl(a(t)dh dt, —id^v—yd^LifO, dt, —idx)v=^QjV,

где Qj — ограниченные операторы из IT m(R^+l) в H3-t-2j+i, m-i+i(R^+l) ■ 
Утверждение леммы 1 для частного случая пг=0 хорошо известно; 

утверждения лемм 2 и 3 для случая s=m доказаны в (').
Приношу искреннюю благодарность В. П. Глушко за постановку задачи 

и постоянное внимание к работе.
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