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В настоящей статье продолжено построение теории кратных тригоно­
метрических сумм, начатое в (8,9). Основу теории составляют оценки крат­
ных тригонометрических сумм.

Теория строится по схеме, предложенной А. А. Карацубой. Она обоб­
щает известный метод тригонометрических сумм И. М. Виноградова (1_7). 
Существо метода состоит в том, что оценка индивидуальной тригономет­
рической суммы Г. Вейля сводится путем сглаживания к оценке ее сред­
него значения.

Подобным образом оценку кратной тригонометрической суммы мы 
сводим к оценке ее среднего значения.

В данной статье приводится формулировка наиболее важной для даль­
нейших исследований теоремы о среднем значении модуля кратной триго­
нометрической суммы (теорема 1). Теорема доказывается по р-адической 
схеме А. А. Карацубы, основанной на его идее о сведении задачи па не­
полную систему вычетов к полной системе вычетов (5).

Из теоремы 1 выводится оценка простейшей кратной тригонометриче­
ской суммы с многочленом (теорема 2). Дальнейшие результаты (оценки 
кратных тригонометрических сумм общего вида, распределение дробных 
долей, асимптотические формулы уравнений и систем уравнений и др.) 
могут быть получены из теоремы 1 некоторой переработкой известных 
схем (*,2), что будет сделано нами в дальнейшем.

Путем незначительного видоизменения доказательства теорема о сред­
нем может быть уточнена и обобщена.

Обозначения. А и Л — выборы чисел а(,....... /г; Лг1>. .., ,г соответст­
венно с условием . . ., tr^n;

■^хл= у1,

, Я г)
...... .

n2s2 — целое, Q — единичный If-мерный куб, Л/=(п+1)г. /„(&, Р, Л)— 
число решений системы уравнений

2А

У, (-1)Х‘,г--<гл=^ -О’
3=1

О^Л,..., (1)’

где .............— фиксированные целые числа; Xi,хг, ,, 7 = 1, .... 2к.—
неизвестные,

j,. .., хг, j<P; 2к.
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Для нулевого набора Л число решений системКг уравнений (1) обозна­
чим через Jn(k, Р). Тогда

Jn(k, Р, Л) = J | У, е2я*/л(х‘... *>| e-2ni(AXAW.

а ... хг<р
Отсюда следует, что:
а) /ДДР, Л)^7ДД Р);

Jn(k,P, A)e2:Ii(AXA);
l<xlt...,xr<P Л

в) ХЛ(А:’лл)=р2"г’
л

где означает суммирование по всевозможным целочисленным наборам Л. 
Кроме того, из а) и в) имеем, что

/ДР, P)^(2k)~MP2hr~rnil/2.

Теорема 1. Пусть т>0 — целое, Р^1 — целое,

к(т, n)=M(x+r); и(х, п) =min (т, гп).

Тогда при любом целом к^к(х, п) имеет место оценка

,где
Jn(k, Р)^кгпм+2Л1хЗ 3mMu(x, п)p2kr—rnM/2+d(-vt п)(nr)

б (т, п)

3r2nMt

Доказательство теоремы существенно опирается на следующие 
леммы.

Лемма 1 (о полной системе). Пусть р — простое число, ш^1 — целое 
.и Т — число решений системы сравнений

2ЛГ

У, (-l)X'j • • • ... О (modpf‘+-+tr),
i=i

Q^tt,..., tr^n,

.где A,Z1....... ir — фиксированные целые числа,

A^xs, j<mpnr+A, s=l,. .. ,r,

Кроме того, неизвестные xs,s=l,.. . ,r, 7 = 1,..., 2M, удовлетворяют усло­
вию линейной независимости по mod р, т. е. для каждого набора целых чи­
сел ct, tr, одновременно не сравнимых с 0 по mod р, существует к„ такое, 

что

У, с<-. (modp).

Тогда выполняется оценка
Т^М! ^2гМ -тпМ/2 + 2г^пМ

Л е м м а 2. Пусть Р^А, р — простое число,
^/грмгп<р<р1,гп, р-[рр-^Ц-1, 

Тогда
2hr+2r*nM- ™ — -!гм

Jn(k,P)^k2M3SMTln-2p 2 /„(fc-Z>f,P1) +
+4 (М-1)! (ггДУ^-^Д/с.РД
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Теорема 1 выводится из леммы 2 индукцией по параметрам Рит.
Заметим, что при k^cMrnAog гпМ, где с>0 — некоторая постоянная, 

оценка сверху для Jn(k, Р) близка по порядку к оценке снизу.
Т е о р е м а 2. Пусть Р>1,

S— e2ni/A<x‘... Хг),
х|,...,хг=1

а=а„,п....... ,,=a/<7+0/g2, (а, q) =1, IsSgsSP"’', |0|^1.

Тогда имеем

где
Зт

Р 32MTl ’
2пМ

xt=2n log'-------
т

а величина т определяется равенствами:
а) q=Px, если P'<qscP;
б) т=1, если P<q^Pnr~l;
в) q—Pnr~x, если pnr-l<q<Pnr~x°, 

То>О — произвольно малое число.
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