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В настоящей заметке из формулы Темлякова 2-го рода с помощью ме­
тода вариации постоянных устанавливается более общее интегральное 
представление функций двух комплексных переменных, аналитических в 
круговых областях с параметрически заданной границей.

Будем исходить из интегрального представления Темлякова для еди­
ничного бицилиндра £>,)={( |zi | =1) Л (|z21 <1)}, записав его в виде

Применяя формулу (1) к функции вида

F (zi, z2)=/ (T?12z2, /?2iZi+7?22z2) ,

Cl)

Rtl Rl2
Rii R22

где R — произвольная невырожденная постоянная матрица, будем иметь

/(RuZiFR12Z2,7?2iZi4-7?22z2) —

(2)

С-
_  1 f л f С /(//иВ1+-^12В2,^2/^2

\ gl 1 §2

Далее, вычислив обратную матрицу R~ 1=г=||гц||, i, /=1, 2, заменим 
в равенстве (2) Zj на ruZi+z,^, a z2 — на r2i^i+r22z2. Получим интеграль­
ное представление функции /(гь z2), аналитической в круговой области 
£>о*= {(| r1iZ1+ri2Z2 ] < 1) П (| r2iZi+r22z21 <1)}:

/(Zi,Z2) =
f (Rii^,i^~Ri2^2, -H2i^i+.R2252)1 Г 1 С Г J Wlfel ' ХЧ2Ь2, 'Ч131 > J-<-2Zi2/Ъ2

dT J V J ;—------------уу---------- г •(3)
° р-—(rnzrhw2)---— (r2iz1+r22Z2) J

Формула (3) имеет место при любых невырожденных постоянных мат­
рицах R. Однако можно заметить, что она остается справедливой и при не­
которых переменных матрицах. Полагая, например,

из формулы (3) можно получить интегральное представление Темлякова 
2-го рода для гипершара

Л= U {(1г1|<Ут)П(|г21<У1—т)}.
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4 ЖАН, т. 223, № 1 49



Выясним, как изменится интегральное представление (3), если 7? _■ счи­
тать функциями параметра т. Пусть область D ограничена поверхностью

IlblH^lltll’ 0<,<1’
где й(т) =ii7?dl, i, 2, — невырожденная матрица. Тогда для любой
функции, аналитической в области D и непрерывной в D, имеет место фор­
мула Лере

/(Л,22) =

, 1 / (Si, Q1) Р --- С Д ч ■ -Л —7--- „ . Р92
___ 1 Г Г ________ L <>(т, £1, g2)______ О(т, gt, c-J J

(2ju)2J ' J, J , {Р^ -21)+Л(£2-с2)Г

в которой Рх—Р^х, g2), Г>2=Р2(т, gi, g2) — неопределенные функции. 
Согласно формуле (3), положим

л Т I т , Г-т
Pl= — rll+ ——г21, р2 = —Г12+—— Г22, (,Л

Si 5г Si 52
где ?-(т) =|!гг,Ц=Я-1. Производя непосредственные вычисления, будем 
иметь, что формула (3) принимает впд

Остается выяснить, в каких случаях формула Лере допускает Pt и Рг, 
определенные по формулам (5). Из доказательства Ганса Леви видно, что 
формула (4) будет иметь место во всех случаях, когда можно применять 
формулу Стокса, т. е. когда знаменатель ядра не может обращаться в нуль 
при (zj, z2)e£>, (т, £i, |2)^{0<т<1, |^i|=l, jg2| = l}. Исходя из этого, по­
требуем, чтобы граница dD при всех т была расположена внутри областей 
Лт={т|ги(т)г1+г12(т)г2| + (1—т) |r21(T)zl+r22(T)z2|«Sl}, а функция

ф(аг) =т|ги(т) ^+г12(т) ;21 + (1-т) |г2,1 (т) ?,+г22(т)g21,

Й=ад11111’ 0<;с<1’ 1В11=1’ 1ь1==1>
при х—х тождественно по и g2 имела максимум. Это условие будет вы­
полнено, если

фЧх) |х=,=0; (7)

ф"(х) |1==т<0. (8)

Произведем исследование получепных соотношений. Обозначим

г(т)7?(х) = [I “ И|, г(т)7Г(т)=1Лф1=Л, г(т)Г(т)=Щ|=В. (9)
II V б II

Будем иметь
ф (ж) = т I agi+^2 j + (1-г) I Yg!тбg21,

ф'(*) = Д',—Г | [ («x'gi+fVBz) (a§r1 + Bg2-‘) +2 |а^+^2]
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1 (agi+^г) (о-хЧ1 ‘+(Vg2 ') ]+ ——г[ (ч/^+бх'ег) (vsi ‘+6У
Jlygi+ogj

+ (7^+б£2) (уАг’+бхЪ-1) ].
Полагая х=х и учитывая обозначения (9), легко установить, что тож­

дественно по и должно иметь место равенство

—Si 1_г(о1нЙ1 1 А А12 g 2

1—Т - - _

А ~ [ (-^21ё1+И22^2) g2 1-9 (-l2igi 1_9о422С2 *)э21=0.

Отсюда следует, что элементы матрицы А удовлетворяют соотношениям 

т Re Ац+ (1—r)Re -422=0, т Л12+ (1—т)Л21=0. (10)

Аналогично производится исследование неравенства (8). Учитывая 
обозначения (7) и равенства (10), можно доказать, что тождественно по 
А и g2 оно может выполняться только при | А121 =51/(2т) и в этом случае 
приводится к виду

ReR11(l-TRe24Ii)>|R12l (1 -у|Л121 ). (И)

Объединяя интегральную формулу (6), обозначения (9) и соотноше­
ния (10), (11), получим следующее утверждение.

Теорема 1. Если элементы матрицы А—А (т) = 1-4 Л связаны соот­
ношением

|Л12|«=1/(2т),

Re А и (1—т Re A u) > IА121 1 -^-|Л12| ,

т Re Ац+ (1—x)Re Л22=0, т Ri3+ (1—т) Л21=0 (12)

и невырожденные матрицы

R—R(x) =||7?«||, г—г(т) =||rj|

определены из равенств
R'=RA, r=R~\ (13)

то для любой функции /(zt, z2), аналитической в области

D = Л {T|rnZ1+r12Z2| + (l — т) iTt^Zi+r^ZPj <1}
0<Ст<1

и непрерывной в D, имеет место интегральное представление
/(Zi,Z2) =

Si, А) [ 1лТ-11262/^1 (1 т) Л21^1/ Ь2
/ т 1-т \ / т , 1-т \
I —- П1+ —— Г21 I Zj— I Г12-Г —— r22 z2
'bl Ь2 ' 'bl Ь2 '

Сформулируем основные свойства интегрального представления (14), 
вытекающие из теории систем линейных однородных дифференциальных 
уравнений и теоремы 1. При этом будем обозначать К класс матриц R, 
удовлетворяющих условиям теоремы 1, а КА — сечение этого класса, соот­
ветствующее выбранной матрице А.

Свойство 1. Если элементы матрицы А удовлетворяют соотноше­
ниям (12) и непрерывны в интервале 0<т<1, то, каковы бы ни были на-
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чальвые условия

Я«(т«)=<, г, 7=1,2, (15)
существует единственная невырожденная матрица R<=KA, удовлетворяю­
щая заданным начальным условиям.

Свойство 2. Если элементы матрицы А удовлетворяют условиям 
(12) и имеют непрерывные производные до иг-го порядка включительно, 
то элементы всех матриц R^KA имеют непрерывные производные до 
(7?г+1)-го порядка включительно.

Свойство 3. Если матрица А удовлетворяет условиям (12), 
7? принадлежит КА и С=[|С«11 — невырожденная постоянная матрица, 
то СИ тоже принадлежит КА. Таким образом, сечение КА является замкну­
тым относительно левосторонних линейных преобразований.

Свойство 4. Если матрица Л = Мц11 удовлетворяет условиям (12) 
v_R=^Rtj\\<^KA, то матрица Л = Щ^|| тоже удовлетворяет условиям (12) и

Свойство 5. Если R^K, S=
0 11

О +Тг1г 7i=7i(т), 7г=72(т) — произ-

II 1/т(1—т)
пусть, например, А= ||

вольные непрерывно дифференцируемые действительные функции, 
то RSeiK.

Приведем пример получения интегрального представления (14) для 
круговой области. Выберем матрицу А, удовлетворяющую условиям (12);

Составим систему R' = —1/(1—т)2П

—RA, находим невырожденную матрицу R^KA и вычисляем обратную 
матрицу г:

Ra

R=

R2l'

т 1 /!-т 1+т 1+т
1+т 1+т

, r-=R-l =
2т 2т

Т 11/1_т 1 р 1 + т 1 1/1+т
"1 + т 1+т 2 1-т 2 f 1-т

Обращаясь теперь к системе 1, получаем, что 
ограничена поверхностью

если круговая область D

- - т £ 1/lzb
51 1+т Ч 1+т ?2’

то для любой функции /(z3, щ), аналитической в области D и непрерыв­
ной в I), имеет место интегральное представление

/( + ,+) =

2Ь и
Поступило 
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