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Исследованию автоморфизмов классических групп посвящено очень 
много работ; обзор основных из них содержится в книге Дьедонне (4), 
в определенной степени завершающей «геометрический период» в теории 
классических групп. В последние годы в этой теории произошел важный 
идейный сдвиг, вызванный вторжением в эту область теории алгебраиче­
ских групп. Это привело не только к существенному расширению резуль­
татов, но и к более широкой и содержательной постановке самого вопроса: 
какова природа абстрактных изоморфизмов

<р: G(k)^H(k'),

групп рациональных точек связных алгебраических групп G и И, опреде­
ленных над бесконечными полями к и к' соответственно (см. (*)).

В настоящей работе этот вопрос рассматривается для случая, когда 
G и Н — связные разрешимые группы. Устанавливаются условия, при ко­
торых существуют изоморфизм о: к'-^к, группа F и изогении F^>-G 
и л2: F^-”H, определенные над к, такие, что

Оо(ф(лД/)))=л2(/)0(/)

для всякого f^F(k), где 0: F(к) -*Z(aH(k)) — подходящий гомоморфизм, 
а Оо! Н(к') ->-°Н(к) — естественный изоморфизм, индуцированный о 
(см. теоремы 1 и 2). В теореме 3 доказывается, что если к этим условиям 
добавить конечно-порожденность поля к, то найдется бирационалъпый 
изоморфизм ф: G-+aH такой, что cp(g) =ф(£)0(£) для всех g^G{k) и под­
ходящего гомоморфизма 6: F(k) -+Z(°H(k)).

Для связной разрешимой группы G (соответственно И) и ее макси­
мального тора Т (соответственно 71') будем обозначать через Ф(Г, G) 
(соответственно Ф (Т’/, И)) множество ненулевых корней группы G (И) 
относительно тора Т (Т'), UG — унипотентную часть группы G, в TUG — 
унипотентную часть централизатора тора Т. Пусть Х*(Т) — группа харак­
теров тора Т. Множество характеров ФсХДТ7) будем называть непри­
водимым, если векторное пространство Х*(Т) нельзя разбить в пря- 

Z

мую сумму подпространств Vit l^i^n, так, чтобы Ф=и (7«ПФ). В этих
2 = 1

обозначениях верна
Теорема 1. Пусть G и Н — связные разрешимые группы, опреде­

ленные и триангулируемые над полями кик' соответственно, центры ко­
торых конечны. Пусть множество Ф (71, G) неприводимо, все корни из 
Ф(7’, (?) и $>(Т', И) являются сепарабельными отображениями и TUG={e}, 
т'ия={е}.

Тогда, если ф: G(k) ->Я(А/) — изоморфизм групп, то найдутся изо­
морфизм о: к'-*-к, алгебраическая группа F и изогении Ль F-^G и 
л2: F^-QH, определенные над к, такие, что

Мф(*(/)))=М/)6(/)

для подходящего гомоморфизма 0: F(k) -+Z(°H(k)).
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Следующие примеры показывают, что условия, наложенные па G к Н 
в теореме 1, существенны.

Пример 1. Если поло к имеет бесконечную размерность пад своим 
простым подполем, то аддитивные группы любых конечномерных вектор­
ных пространств изоморфны.

П р и мер 2. Пусть k=R — поле вещественных чисел и G(R) =R*-R+ — 
полупрямоо произведение мультипликативной и аддитивной групп поля R. 
где действие R’ па R+ задается формулой td=t3d. В И (Я) =Я* • R+ дейст­
вие задается формулой *d=t3d. Отображение <р: (£, й)ь->(Г/з, d) является 
изоморфизмом групп G(R) и H(R). Однако пе существует изогении G 
на И или И на G.

Пример 3. Пусть к — несовершенное поле, G(k) =к* ■ V+ — полупря- 
мое произведение к‘ на аддитивную группу конечномерного векторного 
пространства V. где действие к* на У+ задается формулой Ф=Ещ в Н(к) = 
=k*-W+ действие задается формулой lw=trv (q и г — степени характери­
стики поля). V и W можно рассматривать как векторные пространства 
над к'1 и кг соответственно. Пусть dims«r=dimftrIT и q<r. Тогда V и W, 
рассматриваемые как пространства над к4 и кг соответственно, Х-пзоморф- 
ны, где %: {к: х^хч,с) — изоморфизм полей. Обозначим этот
Х-изоморфизм через ф. Тогда отображение ср: (i, р) >->-(£, ф(п)) осущест­
вляет пломорфпзм групп G(k) и И (к), по группы G и Н по построению 
имеют различную размерность.

Пример 4. Пусть поле К содержит два подполя к и к' такие, что 
| К : к | \К : к' 1 и К — конечное сепарабельное расширение к и к'. Пусть 
N — связная разрешимая группа, определенная пад К. Тогда группы 
G~R; .N и H=RKG\;, полученные из N ограничением основного поля с К 
до к и к' соответственно, имеют различную размерность; однако сущест­
вует изоморфизм ср: G (к) -+Н{к'), поскольку обе группы изоморфны 
N(KT

Пример 5. Пусть G^GiXGz — прямое произведение разрешимых 
/с-групп, а у и т — различные автоморфизмы поля к. Тогда отображение

(gl, g2)^(v0(gi), To(g2)),

где g^G^k), a g.<^G2(k) является автоморфизмом группы G(k), для ко­
торого невозможно найти автоморфизм о, требуемый в теореме 1.

В процессе доказательства теоремы 1 устанавливается биекция между 
Ф(7\ G) и Ф(7ф И) и для каждого i строится изоморфизм полей
о,: к'-^к, продолжающий отображение /i-cp-1-фЕ1, определенное на 
фДГД^')). Из неприводимости Ф(71, G) следует, что все о,- совпадают; 
обозначим этот изоморфизм через о. Далее, индукцией по степени ниль­
потентности доказывается, что о0 • ф | Uam — бирациональный изоморфизм. 
При этом мы существенно пользуемся результатами (2). Таким образом, 
теорема 1 вытекает из следующей теоремы, которая представляет и само­
стоятельный интерес.

Т е о р с м а 2. Пусть G и II — разрешимые связные к-группы, центры 
которых конечны и не содержат унипотентных элементов. Пусть 
ф: G(k) -+H(k) — изоморфизм такой, что ср | UnW бирационально.

Тогда найдутся группа F и изогении яд F^-G и л2: F-+II, определен­
ные над к, такие, что ф(л,(/)) =л2(/)0(/) для всех i'uF (к), где 0: F(/c)-> 
-*2(Я(А')) — подходящий гомоморфизм.

Доказательство теоремы 2 напоминает в идейном плане дока­
зательство основной теоремы в (5).

Замечание. Если в условиях теоремы 2 естественное отображение 
T'-^Aut Un является бирациопальпым изоморфизмом максимального 
тора Т' на его образ, то можно считать, что F=G и ni=id. Иными слова­
ми, существует изогения л: G-+II такая, что ср (g) =л (g) 0 (g) для всех 
geG(/r), где 0: G(k)->-Z(H(k)) — подходящий гомоморфизм.
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Интересно отметить, что если в условиях теоремы 2 считать поле к 
коночно-порожденным, то группы G и И оказываются изоморфными; 
точнее, гсрпа следующая

Теорема 3. Пусть в условиях теоремы 2 поле к конечно-порождено.
Тогда существует к-изоморфизм ср: G-HI такой, что

<f(g)=cp(g)9(g)

для всех g^G(k), где 0: G(k) -»-Z(H(k)) — подходящий гомоморфизм.
Для максимального /с-тора Т в G найдется локально-компактное по­

полнение к,- поля к, над которым тор Т разлагается. Тогда для тора Т 
п к,- верпа теорема о слабой аппроксимации (см. (3)). Утверждение тео­
ремы получается из того, что если в кч для m, neZ выполняется kvm=kvn, 
то тп=±п, из расщепимостп тора Т над к,- и из теоремы о слабой аппрок­
симации.
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