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В статье рассматривается круг проблем, связанный с соотношениями 
между такими кардинальными инвариантами топологических пространств и 
их произведений, как наследственная плотность, наследственное число Сус­
лина, мощность топологии. В частности, без всяких теоретико-множествен­
ных предположений решается вопрос о совпадении первых двух, если на­
кладывать условия на квадрат пространства. Архангельским в предположе­
нии аксиомы Мартина (AM) доказано, что для бикомпакта наследственное 
число Суслина совпадает с наследственной плотностью ('), а в отрицании 
совместимой с AM гипотезы Суслина построен пример совершенно-нор­
мального несепарабельного бикомпакта — континуума Суслина С, 3), т. е. 
проблема равенства наследственного числа Суслина и наследственной плот­
ности является проблемой, и проблемой довольно трансцендентной.

Через Z(X), s(X), с(Х), t(X) обозначаются соответственно число Линде- 
лефа, плотность, число Суслина, теснота пространства, через ТорХ— его 
топология, а 1р(Я, X) — псевдохарактер подпространства Н в X. Если 
т(Х) — некоторая кардпналыюзиачная функция, определенная на любом 
подпространстве Y<=X, то через fcx(X)=sup (т(У): Y^X} обозначаем соот­
ветствующую наследственную функцию.

Все рассматриваемые в статье пространства предполагаются хаусдор- 
фовыми.

Определение 1. Псевдобаза Ч*' (ж) в точке х&Х называется пра­
вильной, если П{[0]: О —Чг (гг)} = {х} и для любого конечного T'cAP(х) 
существует (ж) такое, что {О: О^'Т'}.

Определение 2. Пусть 91 — семейство подмножеств пространст­
ва X. Семейство Ч7 называется полным относительно се м е й с т- 
в а 91 в точке х^Х, если для любого из того, что 2lx(O) = {C7e9l: ze

следует 91х(О) Скажем, что семейство V полно в
точке х относительно системы S семейств подмно­
жеств X, если оно полно относительно каждого SleS.

Определение 3. Система S семейств открытых в X множеств на­
зывается a-системой, если любая правильная псевдобаза Т (х) произволь­
ной точки х^Х, полная относительно S, является базой в точке х.

Определение 4. X назовем аг-п р о с т р а и с г в о м, если в нем су­
ществует a-система мощности т. Если т=К0, говорим «-простран­
ство.

В (4) получены следующие результаты об «-пространствах (там они на­
зываются сильно-аддпцпоннымп):

1. Пространство X является аддицпоиным тогда п только тогда, когда 
в X существует «-система, мощность которой не превосходит сетевого 
веса X.

2. «-Пространствами являются: а) локально-бикомпактные, б) линейпо- 
упорядоченпые, в) локально-связные периферические бикомпактные, 
г) перистые и, следовательно, полные по Чеху пространства.

3. «-Пространствами являются A-множества бикомпактов. Открытое 
подмножество a-пространства есть а-прострапство, следовательно, всякое 
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подпространство совершенно-нормального a-пространства будет a-простран­
ством.

4. Произведение а-прострапств в любом числе есть а-пространство.
Легко доказать, что произведение определенных в настоящей работе 

От-пространств в любом числе есть ат-пространство.
Из всего сказанного видно, что класс ат-прострапств широк и весьма.
Определение 5. Для Y<=Х обозначим V (Y/X) = {О — открытых 

в X: {deY (Y/X): у^О} _ является псевдобазой любой точки y^Y}, 
x\w(Y/X) =inf | Л" (Y/X) | — псевдовес Y в X, W (Y/X) = {U открытых в 
X, образующих базу У}, w(Y/X)=ini [W(Y/X) | — вес Y в X.

Теооема 1. Пусть X есть регулярное ах-пространство, tyw(Y/X)^r, 
Ы(Х)^х.

Тогда w(Y/X) Чт.
Доказательство. Пусть S есть a-система мощности т. Рассмот­

рим Т (У/X) мощности т. Каждое O^XV (У/X) покроем т открытыми в 
X множествами, содержащимися в О с замыканиями, и включим их в 
W (Y/Х). Далее, для каждого SleS и любого O^¥(Y/X) рассмотрим 
81(d) = U<^0} и выберем %'(О) ci§l(O) такое, что |§Г(О) и
U {U: £7е8Г(О)} =U {17: 1'е51 (/>)}. К W (Y/Х) присоединим элементы 
8Р(О) и пополним Ч? (Y/Х) конечными пересечениями. Проделав всю опи­
санную выше процедуру до шага со0, получим полную в каждой точке си­
стему правильных псевдобаз Л'(У/X) мощности =Ст и, следовательно, ба­
зу У искомой мощности.

Следствие 1. В регулярном а-пространстве w (Y/X) (Y /
/Х)-Ы(Х).

Следствие 2. Регулярное линделефово пространство X такое, что 
ij-'W(Х)^ Ко метрикуемо, поскольку обладает счетным весом.

Определение 6. Система у = {уа: се/1} покрытий пространства X 
называется п с е в д о и з м е л ь ч а ю щ е п с я, если П //х): а^А] = {х}, 
где ук(я:) — звезда покрытия у» в точке х.

Лемма 1. В любом хаусдорфовом пространстве X существует псевдо­
измельчающаяся система у = {ук: мощности <ф(А, X2), где А={(ж,
х) еаХ2} — диагональ.

Лемма 2. Пусть X регулярно, X2) >hc (X’). Тогда существуют 
LccX2 и S~X\ такие, что l\czL, t|)(L, X2)=^hc(X2), |S|Чhc(X2) и Ь\А<=[5].

Доказательство. Пусть p^X2\A = V. Возьмем покрытие V: со = 
= {U(p) открытых в X2: peV и [17(р) ]ПА==0}. По предложению 1 из (5), 
существуй^ G»z<o> п 5сзХ2\А такие, что | «Р| s£hc (X2), 151 Чйс (X2) и 
“\U{17: и^еа'} с [S]. Тогда F=X2\U {[17]: U^a'} —искомое.

Теорема 2. Регулярное X=X|UX2, где в открытом X, существует 
псевдоизмельчающаяся система у={у«: аеЛ}, |у|^hc (X2), a s(X2)^ 
«She (X2).

Доказательство. Раз ip(A, X2) <hc (X2). то по лемме 1 сущест­
вует псевдоизмельчающаяся система мощности =^hc (X2). Если тр(Д, Х2)> 
>hc (X2), то пайдем L и S в условиях леммы 2 и положим 0=А\[5] = 
=L\[S]=Ln(X2\[S]). Тогда г|Д0, X2) <hc (X2). Положим, Х4=л0, где 
л: ХХХ-*Х—проекция. Так как 0 - диагональ в XjXXj, то по лем­
ме 2 в X, существует псевдоизмельчающаяся система у ={74 а^А}, | у | '7 
<hc (X2). Положим Х2=л([3]) и тогда X,UX2=X, 5(Х2)^ |nS|<hc (X2). 
В заключение заметим, что поскольку 0 открыто в А и л — открытое ото­
бражение, то Xi открыто в X и любое у^ состоит из открытых в X мно­
жеств.

Лем м а 3. Пусть Ill (X) >т. hs (У) >т. тогда lie (XXУ) >т.
Доказательство. 1) Так как hl(X)>r, то найдется ,А = 

= {.Т;,: ХеЛ}^Х, обладающее следующим свойством:
(AL) Для любой хр^,А существует О(х/ открытое в ,А, такое, что 

О (хк) П {а^: р>Х}=0.
Такое пространство по аналогии со стрелкой Зоргенфрея (6) мы бу-
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дем называть левой стрелкой. |,41 =т+, так что ./1=Л£(т") — левая стрел­
ка длины т+.

2) Так как hs (У)>т, то найдется А, = {у;.: CA}C, обладающее сле­
дующим свойством:

(AR) Для любой у>.^А, существует V(yT), открытое в А,, такое, что 
У(ук)П{у?: P<Z}=0.

Л«=Л2?(т+) —правая стрелка длины ту причем можем считать, что 
как ,А, так и А, упорядочены по типу минимального ординала мощно­
сти тт. »А и А, наделены различной топологией, но равны как вполне упо­
рядоченные множества. Следовательно, можем рассмотреть диагональ 
A<=,AXA,<=XXY, которая дискретна |Л| =с. Следовательно he (ХХУ)>т.

Следствие. Если he (Х2)Ст, то либо hl (Х)Ст, либо hs (Х)Ст.
Теорема 3. Пусть X — регулярное а,-пространство, he (Х2)Ст. Тог­

да hs (X) Ст.
Доказательство. Предположим lis (Х)>т, тогда Ы(Х)<т. Возь­

мем любое У<=Х. По теореме 2, У=У1иУ2, ДУ2)Ст, а У1 обладает псевдо- 
измельчающейся системой 7={^а: а^А} покрытий из открытых в У мно­
жеств, |7|Ст. Так как Ь1(Х)Ст, то можно считать, что |уа|Ст для 
любого и, следовательно, 1|щ?(У1у/У)Ст. По теореме 1, «?(У1/У)Ст,. 
откуда ^(У^Ст и, следовательно, ДУ) Ст для любого Y<=X, т. е.. 
hs (А) Ст.

Следствие 1. В регулярном a-прост ранет ее X всегда hs (Х)С 
Chc(X2).

Следствие 2. Теорема верна для любого кардинального числа 
Т>Хо, если пространство принадлежит одному из следующих классов (4):. 
локальные бикомпакты, линейно-упорядоченные, перистые и квазипери- 
стые пространства, локально-связные периферические бикомпакты.

То же верно для следующих теорем.
Теорема 4. В регулярном локальном ах-пространстве X (т. е. в та­

ком, что у каждой точки есть окрестность, являющаяся ах-пространетвом), 
если he (Х2)Ст, то hs (Х)Ст.

Доказательство. Если hs (X) >т, то по лемме 3 hl (X) Ст. Выбрав, 
из покрытия X окрестностями, являющимися щ-пространствами, подпо­
крытие мощности т и применив теорему 3, получим, что hs (Х)Ст.

Теорема 5 (о совпадении). В регулярном а-пространстве Х’’ всегда 
hs (Xх) =hc (Xх), где

Доказательство. Применяем теорему 3 к а-пространству ХХ=Х2Л.
Замечание. Теорема верна для щ-пространств при Л>т.
Добавляя некоторые предположения, которые, как последует из при­

меров, являются необходимыми, теорему о совпадении можно доказать 
и для конечных степеней пространства X. Предварительно напомним, что 
справедлива

Лемм a. Y В предположении гипотезы Лузина LH (2li,>2if") наслед­
ственно-нормальное сепарабельное пространство иаследственно-коллек- 
тивно-нормалъно (?).

Факт, верный, кстати, на любых кардиналах.
Теорема 6 (LH). Если а-пространство X наследственно нормально 

в любой натуральной степени, то he (Xn) =hs (X")=hc (X2) для любого 
натурального числа п.

Доказательство. Из следствия после теоремы 3 вытекает, что 
s(X)Chc (X2), поэтому s(X2")Chc (X2) или любом натуральном п, приме­
ним лемму 4 к Х2п и, воспользовавшись тем же следствием из теоремы 3, 
получим желаемое.

Следствие. В условиях теоремы 6 ДХ") Che (X2).
Теорема 7. Пусть Ух=Х есть регулярное а-пространство. Тогда:
1) если /.Ж(1, то he (X)=hs (X);
2) (LH) если 2СХ<Х0, а X2 наследственно нормально, то he (X) = 

=hs (X).
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Вообще говоря, нельзя утверждать, что наследственное число Суслина 
не возрастает на натуральных степенях пространства X. Е. Michael при­
водит для любого натурального п пример пространства, регулярного и на­
следственно финально-компактного в п степени, но в (тг+1 )-й даже не нор­
мального (8). Таким образом, предположения теоремы 6 необходимы, и 
в этом смысле полученный результат является окончательным.

В связи с этой проблематикой представляет интерес проследить пове­
дение в произведениях такого кардинального инварианта, как мощность, 
топологии.

Лемма 5 (LH). Если | Тор Х| =С2Х», то he (X) Ко.
Доказательство. Поскольку 2с(г>г£ | Top Y | | Тор Х| для любого

YсХ, то из LH следует, что с (У) К 0.
Следствие (LH). Регулярное а-пространство является наследствен­

но сепарабельным, если мощность топологии не превосходит 2х».
Отрицательный ответ на вопрос, верно ли то же самое для Хп, дает 

«двойная стрелка», являющаяся даже совершенно-нормальным бикомпак­
том (9). Однако при дополнительных предположениях ответ на поставлен­
ный вопрос оказывается положительным.

Теорема 8 (LH). Пусть X есть а-пространство, hc(X2)^K0,. 
|Х|^2К°, Х2п наследственно нормально, тогда | Тор Хп | = | Тор Х| С2Ч

Доказательство. Следует из того, что | Top Х| | Х| hs(-Y).
Следствие. Если X есть а-пространство такое, что he (Х2)^Х0 и 

■ф(ж, X) Ко, где ф (гс, X) обозначает псевдохарактер любой точки про­
странства X, причем Х2п наследственно нормально, то | Тор Хп | = | Top X | = 
=24

Доказательство. Из (10) следует, что |Х|^2Х»; применяем тео­
рему 8.

Принимая обобщенную гипотезу Лузина о монотонности кардинальной 
экспоненты 2Хс‘+1>2Ха, можно теоремы 6—8 со счетного кардинала обоб­
щить на любые.

В заключение авторы хотели бы поблагодарить проф. В. И. Пономаре­
ва за содействие в работе.

Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова
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15 XI 1974
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