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Рассматривается задача напряженного состояния стержня из несжи­
маемого упрочняющегося материала с круговой осью и постоянным попе­
речным сечением, находящегося под совместным воздействием перерезы­
вающих сил Р и крутящих моментов PR, приложенных на торцевых сече­
ниях (рис. 1). Подобное напряженное состояние возникает в пружине 
с малым шагом при ее центральном сжатии. Такая задача для упругого 
материала ранее рассматривалась в работах (1_1) п др. Для случая идеаль­
но пластического материала эта задача исследована в (’).

Воспользуемся тороидальными координатами сс, [3, 7: х=р cos 7, у = 
=р sin у, z=H sin р, где h' -a (cli а—cos jj) р=а sli a(ch a—cos p) здесь 
0<cc<o°, —л<р=Сл, 0Су<2л. Считаем, что между компонентами деформа­
ций п напряжений существует зависимость еа?=/(бо) (ав?—8ap(j), где 
о0 — интенсивность касательных напряжений, /(о0) —функция, характе­
ризующая упрочнение материала, о — среднее нормальное напряжение,

— символ Кропекера. Перемещения (Д представим в виде
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где ма0, Про, ит0 — произвольные функции аир. Приняв, что тензор дефор­
мации не зависит от 7, из (1) приходим к трем соотношениям для компо­
нентов деформаций
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Н да
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II pe-и к системе трех дифференциальных уравнений относительно Еа
шеиие которой

’ F а= (£>0+D1Z) ~~ + (О—£)1р)
II да

I dz 1
II да I (a,f)’ (3)

где Di и D — произвольные постоянные.
Сопоставляя выражение /Д из (1) и (3), получим

Н
Р

Я2
7‘ (4)

Полагая в (2) равными нулю все компоненты деформации кроме eav и 
ер? и решая полученную систему уравнений, находим выражения иа<> и и^..
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После подстановки этих величии из (3) в (1) получим выражения для пе­
ремещения

I др
ua=[Al sin y—Bt cos 7+ (Asin 7—cos 7) z] ----- +

II da
I dz I

+ [£,+2)7 — (Л, sin 7— B, cos 7) pj——,
II да I

iiy==u,,Q+ (A2 cos 7+B2 sin 7+C2)z++j cos 7—B{ sin 7+С\;

здесь At, Bt, Ci — произвольные постоянные.
Далее, полагая в уравнениях равновесия (е) отличными от нуля только 

напряжения <jeT и о?т и учитывая выражения коэффициентов Ламэ, после 
некоторых преобразований получим

-L- (Яр20ат) + —_ (Яр2о₽т)=о.
da др

Вводя функцию напряжений

1 йф 1 9Ф

Яр“ dfJ Up да

от (4) приходим к основному уравпопию пашей задачи

д Г/(оо)дф1 д г/(о0) дФ1 Я2
да I р3 да. J др L р3 dp J р3 '

Таким образом, задача сводится к определению функции Ф из уравне­
ния (5) в области поперечного сечения стержня при условии ®=const на 
контуре.

Рассмотрим случай, когда поперечное сечение ограничено двумя не­
концентрическими окружностями а~аа и a.=ai. Полагаем, что /(о0) = 
= 1+Xcov, где ш=Оо2, a Z и v — некоторые положительные параметры, при­
чем для простоты принимаем v целым.

Решение уравнения (5) ищем в виде стспеппого ряда по параметру

(6)
оо

значение Фо соответствует случаю идеально упругого материала.

А=0

Положим также
оо п

(ОXй(Oft, соп=р~‘ у1, grad Фь grad Фп-ь- (7)

k=0 А = о
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= W, (8)

Преобразуя (5) и подставляя в пего разложения (6), (7), получим

д2Фп д2Ф„
да2 др2

3 др дФ„ 

р да да

3 др дф„ 
р" др др

где (ро=D, а ф„ при п2^1 определяется из рекуррентной зависимости
п-1

(/фА п — 1 —Г,(ф'п_ 1 _ft) ,

причем

Вводя новую функцию ф„(а, р) при помощи соотношения Ф„(а, р) = 
= (cha—cos р)~'/!1|?п(а, р), из (8) получим уравнение с разделяющимися 
переменными

d2ibn d2ibn dibn 9
д ■ 2 ------3 cth а -— + —- ^r~H2 (ch а — cos Р) (9)
да др“ да 4

На внешней окружности фп(а0, р)=0, а на внутренней фДощ р) — 
=f>n(ch a—cos р)г/!, где b0=const, Ъ1=Ъ2= ... =0.

Предварительно введем функцию

Znm(a, р) (ch a)Qnm(ch р)—Pnm(ch p)(?n’n(ch a),

где P„’" (ж) и Qnm (ж) — присоединенные сферические функции соответст­
венно первого и второго рода m-го порядка n-го индекса (7).

Решение уравнений (9), удовлетворяющее указанным выше условиям, 
будет

bn sh2 а г
фя(а, Р) = -——— (cha1-cos-r])3/2Z(a, Р;т])й11+

2л sh cci J— Л

+ JJфп (В, n) (ch g - cos f|) 3/2G(a, P; g, ц) dQ:

здесь dQ=7Z2dgdip

(10)

п = 1 п—

a G — функция Грина для данной задачи, причем G=K(a, Р; g, ц) при 
gs£a, где

ч . Z-^Xa^a)
К (а, р; g, т]) = — Z-./, (g, tz0) ' ■ +

9 (,0*0,

(И)

и G=K(£, ц; а, р) при a<g.
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В частном случае, когда поперечное сечение стержня представляет 
сплошной круг, переходя к пределу в (10), (И), будем иметь

•ф„(а, р)= —JJ <p»(g, n) (ch g - cos t])s/2G0 (а, g, i])rfQ,

где G0=K0(a, Р; g, ту) при g=Ccz., причем

Ке\а. Р; g, i]) =
Q-ч, (ch а) 
<22_„ (ch а0)

■д («о,Г

0 Or-VO

Qn-ч, (ch а) 

<22„_„, (ch а0)
cos и(р—р),

и Са=КоСЁ, т|; а, р) при oc^g.
Для криволинейного прямоугольника (рис. 2) решение получается в 

виде (10), где следует положить &„=0, 2л заменить на Pi—ро, а вместо 
(11) положить

К (а, р; т]) =

2 V ^ ('?• «о)
= (lin2-’z4)(Hn2-V4)

(а^а)

Z2fi («о, «1)
sin ц„(р—p0)sin |г„(г|—р0),

где р„=7гл/(р1—ро). Очевидно, это решение содержит ряд частных слу­
чаев, в том числе л решение для полукругового сечения.

Вводя норму |lX|!=max|X|+sup|X(^)— Х(В) |МВ5, где А, В — произ­
вольные точки внутри поперечного сечения стержня, б<1, при помощи 
априорных оценок Шаудера (®), которые в данном случае пишутся в виде 
!1^2Фп115£с||ф„||, получаем (при г=1) рекуррентную систему неравенств

ikp.+1|issw у1, ИфИ!
fe=i

где
Л/=2сг>1Я-2р-4||+4С3||Я-2!| [||^(7/-=р-4) ||+2||Я“2р~4|| ]■

Методом индукции получена оценка Др.,||С0,062?г^‘л/. "+1 , где Х*= 
=0,062M_1D~2. Тогда ряд с общим членом V||cpn||, а следовательно, и ряд 
(6) сходятся абсолютно и равномерно с радиусом сходимости X—X..
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