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В этой заметке нами продолжены начатые в (*,2) исследования по 
кратной полноте различных систем аналитических функций. Обозначим 
через A(Z)), как обычно, пространство всех однозначных и аналитических 
в ограниченной односвязной области D функций с топологией компактной 
сходимости и напомним следующее (см. (*))

Определение. Система {ф (7«z) }“=i, где ф(г)—целая функция, 
а р.Д — некоторая последовательность комплексных чисел, называется 
п-к р а т н о полной, в пространстве А (D) в смысле М. В. Келдыша, 
если любые п функций gj(z),..., g„(z) из A(D) можно представить в виде

N

gv(z)= lim ‘ш^), v=l,2,

с коэффициентами по зависящими от v.
Так как при и=1 это определение совпадает, очевидно, с определением 

обычной полноты, то в дальнейшем следует ограничиться рассмотрением 
случая ге^2. Отметим далее (см. (*)), что система {ф(Хйг)}, будет га-крат- 
но полной в A (Z)) в смысле Келдыша лишь в том и только в том случае, 
когда из соотношений

L1(^(Xaz))+XsL2(^(X*z)) + ... ~г/„" 1Е„(ф(ХАг))=О, (1)
/т=1, 2, . . . ,

где х = 1, 2,..., п,— линейные непрерывные функционалы в A(D). сле­
дует Lv^0, v=l, 2,..., п.

Рассмотрим функцию ф(г) —btez+b2e~z, где Ь, и Ь2 (&1±62^0) — отлич­
ные от нуля комплексные числа, и найдем условия двухкратной полпоты 
системы вида {ф(^йг)} в пространстве A(D), если D совпадает с кругом 
радиуса /?>0 с центром в некоторой точке го^=О, | z01.

Замечание 1. Как показано в (*), система {ф(Х4г)} не может быть 
ни при каких {/.Д кратно полной хотя бы в одном из A (D), если только 
область D содержит начало координат. Следовательно условие 7?^|z0| не­
обходимо. Необходимыми для двухкратной полноты рассматриваемой си­
стемы являются также условия Ь^О и &2^=0, ибо для системы {емХк2} соот­
ношения (1) выполняются, например, для функционалов Li и L2, опре­
деляемых (см. (3)) соответственно функциями 7i(z) =—l/(z—z0)2. 
72(z)=<b/(z—z0).

Теорема. Пусть DR.Za—круг |z—z01 <R, ip(z) =51e2+fe2e_z, где b. и 
b2. Ь.+Ьл^О,— отличные от нуля комплексные числа, а —множество 
единственности для целых функций класса [1, R).

Тогда система {ф (?,Az)} двукратно полна в пространстве A(D!!,Ii) 
в смысле Келдыша.

Доказательство. Пусть определяемые соответственно функциями
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где
lim 1 |1/m<7?, lim \i/m<R,
m-*oo m-*oo

линейные непрерывные в A (DR, гс) функционалы Lv и Ь2 удовлетворяют 
соотношениям (1), т. е. (см. ("))

-7— f ^(Aftz)Y1(z)dz + —— f ф (khz) y2 (z) dz=O, k=l,2,...,
2nt J 2лг J

Г Г

(здесь Г — произвольный замкнутый спрямляемый контур в DRj z„ охваты­
вающий все особенности функций 7i(z) и 7г(г)). Тогда вспомогательная 
функция 

Ф(/ф = -^ ]\'(лг)ч,(г) dz + ~^~j dz

Г Г

в чем нетрудно убедиться, целой функцией класса [1, R) и 
к=1, 2,... Следовательно, Ф(Х)=0. Последнее же тождество

является,
Ф (U =0,
равносильно следующему:

У У, ктст^1,-^).-у у, Гг~м, (2)

где

4‘п> = —7 [^14-(—1) ть2], т=0,1,...
т\

Меняя в (2) порядок суммирования и приравнивая коэффициенты при 
всех степенях X к нулю, мы немедленно приходим к равносильной (2) си­
стеме уравнений

(3)

т—.
Zo

тм т
X 1 - «4.1 (11 m-s , \1 „ „ (2) т—з л л .

Я[)т + 1 X С; ^7^1 --I Ст I* =0’ 7П = 0,1,...
«аяО «»0

В свою очередь, введя в рассмотрение целые функции
“ „ „ <2’_ __  V i’+1 „ t„\__  х’ >’

(4)

„3
1

z = 0

можно записать соотношения (4) в виде
[ Ф+ (-1) ”:+*Ь] (ф1 (z) ег”г)(т) | z=o+ [Ь,+ (-1)тМ (фг(г)ег°г)(т) | г=о=О,

т—0, 1,...
пли же

cp1(z)e:"2+7,[cp2(z)ez”z]^0, (5)

где Т — изоморфизм пространства целых функций на себя, определяе­
мый на элементах степенного базиса соотношениями

z2m, Tz2m+i = bl~b* Z2m+1, 7П=0, 1,. ..
bt—b2 bi+bz.

Другими словами, для любой функции /(г)еЛ„ имеем

ГГ.Г к Э 7(z)+/(-z) 1 /(z)-f(-z)W-?------------+у------ 2-----.

Tz2m

(6)
9
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Поэтому, с учетом (6), соотношение (5) равносильно следующему:

Ф1(z) + у- (Р + у-) ф2 (z) + у (0 - у-) <р2 (-z) (7)

Запишем, наконец, (7) в виде
(z) =4?2(z) е-2-, (8)

где целые функции фДг) и ^(z), очевидно, принадлежат классу [1, R), 
и заметим, что, как видно из (8),

Воспользуемся, далее, следующей теоремой единственности из работы 
(4) (см. также (3)):

Пусть <р(£) —целая функция класса не выше [р, о] и пусть точки 
{gj такие, что

лежат в угле раствора 2а, 0<a<min(.i/2, л/2р), с вершиной в начале 
координат. Тогда из того, что о<лх cospa, следует, что функция cp(s), 
обращаясь в нуль в точках {gft}, есть тождественный нуль.

В нашем случае р=1, g</i< |z0|, g*=/cnz7z0, a=0 и x=|z0|/n. Поэтому, 
так как 7?^|z0|, ^i(z)s^2(z). Но z0=^O и из (8) следует, что i|?1(z)s 
^ф2(г) =0. Следовательно, если учесть (7), epi(z) =q>2(z) =0 и, тем самым 
(учтите еще (3)!) у,(z)sy2(z)э0. Теорема доказана.

Следствие. Пусть D — произвольная ограниченная односвязная 
область, целиком лежащая внутри угла раствора, меньшего л, с верши­
ной в начале координат, ip(z) =b1ez+fe2e~2, где bt и Ъ2, b^b^Q,— отличные 
от нуля комплексные числа, а {Ль} — множество единственности для це­
лых функций класса [1, °°).

Тогда система {ф(ЛАг)} двукратно полна в пространстве А(1У) в смысле 
Келдыша.

Справедливость этого утверждения немедленно следует из предыдущей 
теоремы и того, что при сделанных предположениях область можно по­
местить в круг, не содержащий начало координат. Будучи двукратно пол­
ной в этом круге рассматриваемая система будет таковой и в области D.

Замечание 2. Любопытно отметить, что рассматриваемая здесь си­
стема ни в одном из пространств A (D) (здесь, как и раньше, D — произ­
вольная ограниченная односвязная область) n-кратно полной быть уже не 
может, если только п^З. Действительно, взяв произвольную точку zp^D, 
рассмотрим функции ■уДг),..., y„(z), среди которых (z) =—2(z—z,)~3, 
"f3(z)=l/(z—Zj), а остальные равны тождественно пулю. Тогда соответст­
вующие им функционалы Lt,..., Lr„ очевидно, удовлетворяют (1).

Замечание 3. Доказанная теорема (и соответственно следствие) 
справедлива и в том случае, котда &1=&2¥=0 пли же £д =— Ь2=^0. Действи­
тельно, если, например Ь^Ьл^О, то, как следует из соотношений, непо­
средственно предшествующих тождеству (5),

(ф2(г) е2“2)<2j) | z=o=O, (cpi (z) е2"2) | г=с,=0, /=0, 1,...,
или же

ф2(г)+ф2(—z)e“2z°2=0, фДг) —ф, (—z) е~2гс2=0.

Отсюда, как и раньше из (8), следует, что q?,(z) =tf2(z) =0.
Замечание 4. Пусть G(A)=X4(sinaA—sinw.), a<a<l, D — некото­

рая односвязная область, расположенная внутри единичного круга и со­
держащая точку а, Л*=[ (1+Г)/а]кл,, /с=0, ±1. ±2,..., и ip(z)=sinz — 
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—sin iz. Рассмотрим в пространстве Л (О) функционал Г[/(г) ] =/(4)(а). 
Поскольку, очевидно, Г[ф(Хг) ]=G(X), то r[i|)(Aftz) ]=G!(A*) =0, fc=O, 
±1,и, таким образом, система (ф^г)} не может быть полной в про­
странстве A (D) даже в обычном смысле (ср. с результатом из (6) при 
п=4).

Заметим далее, что система {ф0(л;,д:)} полна в пространстве а]
тогда и только тогда, когда также единственным функционалом, аннули­
рующимся на {ф0 (fax)}, является нулевой.

Полагая же if0(z)=cosz—i cos iz и рассматривая в 2\[0, а] функцио­
нал Го[/] =$/(х)йж, мы легко найдем, что Го[фо(Х!:;г) ] =0, л-.~1. ±2,...

О
Следовательно, соответствующая система {ф0(^)} также не полпа в 
2"г[0, а] в обычном смысле (ср. с утверждением статьи (ь) при п=4).
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