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Академик АН АзербССР И. И. ИБРАГИМОВ, И. Ф. КУШНИРЧУК

О ПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ОДНОГО 
КЛАССА ОПЕРАТОРОВ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

1. В пространстве A (G) аналитических в области G=GtX ... XG„. функ­
ций /(Zj,..., z„) рассмотрим дифференциальный оператор с частными 
производными

L=LiL2...L„=z*D'4- ..., (1)
где

Lk=zkmGDkmK+Pkil(zk)D™K-i+ ... +Pkmti^l(zk)Dk+Pk:mh (zs) I, (2)

Dk=d/dzk, k=l, . . . ,n, z—(z,,. .., z„)eG,

p=(m1,...,m„), z"=zT" . . . z,,’"", DT=DT" . .. D„m".

Предположим, что Gk является образом круга CnK={wk: | wk j 
при взаимно однозначном и конформном отображении zft=exp wk. Обозна­
чим еще через АПк и A (Gk) пространства аналитических соответственно 
в круге CRj! и области Gk функций, а через Vk: A (Gk) ~*-Апк — взаимно 
однозначное и взаимно непрерывное отображение, действующее на любую 
функцию f(zk) ^А (Gft) по формуле

Vkf(zk)=f(expwk)=g(wk), к=1, . . ,,п.

Тогда справедлива
Лемма. С помощью изоморфизма Vk оператор Lh преобразуется в опе­

ратор
Mh=DkmK+qhA(wk)D^K-i+ ... +qk,mh-i(ivk)Dk+qktmk (wk) I,

где Dk=d/dwk qk: j(wk)^AM, /=1, 2,..., mk, т. e. выполняется равенство

VkLk=MkVk.

Доказательство. Очевидно, имеем
т

Dkrg(jvh) = ^
8 = 1

ar,s exp(sip)ZVjf(exp гщ)

где
8— 1

«,..=£ (-D

i = 0

(s~i)r 
i!(s—i)! ’

г; а„=1.

Из первых m.k—1 уравнений (4) находим

Dkrf(ex-p ?щ)=ехр
h

(-rwk)£ br,,Dh‘g(wk), r=l,

(3)

(4)

(5)

(6>

r—1,2, ...,mk.

а из последнего уравнения (4)

exp Dkm*j (exp wk) = £
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где br, s, s=l, 2,..., r; r=l, 2,.. ., mh, — определенные постоянные, причем 
Ьтк, тк 1-

Умножая равенства (5) на Рк, m„_r(exp wk) и складывая почленно по­
лученные результаты с равенством (б), приходим к равенству

exp (mkwk) Dkm,if (exp шк) +
тк-1

-г (exp wk)Dkrf(exp wh) =

где

mh

exp(—гщ,) Рк
Г—1

(exp wk')g(wk') =

(exp wK)

mk

r

br,sDkg(wk) +

(w^D^g^Wk), (7)

(8)

0(exp им) =exp (тщщ,), q.!t. mK(wk) =H\, mK (expwk).

Но левая часть равенства (8) равна VkLkf(zk), а правая его часть является 
результатом действия оператора Мк на функцию g(wk)=Vkf(zk). Таким об­
разом, справедливость равенства (3) установлена.

Теорема 1. Существует взаимно однозначное и взаимно непрерывное 
отображение Тк: A(Gf:)-+Alt,,, удовлетворяющее равенству

ТкЬк==БкткТк. (9)

Доказательство. Известно (см. (‘,2)), что оператор Мк со стар­
шим коэффициентом, равным единице, линейно эквивалентен в Anf. опера­
тору /Пл-кратного дифференцирования DklK=dmKldw.knK, т. е. существует 
изоморфизм Uk пространства AR]{ на себя, для которого выполняется ра­
венство

UkMk==Dkm«Uk. (10)

Умножая каждую часть равенства (3) слева на Uk и используя (10), 
получим UkVKLk=UkMkVk-==D,.n‘'rUkVi.- Обозначая здесь UkVk через Тк, при­
ходим к равенству (9).

2. Условимся обозначать собственную функцию оператора Lk, соответ­
ствующую собственному значению Хктк, через <fk(zk; Ль); т. е. <pk(zk;kk) яв­
ляется ненулевым решением уравнения Ьк<рк=кктк(рк. В следующей теоре­
ме устанавливается существование собственных функций оператора L.

Теорема 2. При любом Л=(Л1,..., Л„) еС(п) собственная функция 
<p(z, X) оператора L, соответствующая собственному значению Лм= 

..., Znmn, выражается формулой
п

<p(z; A)=(p1(z1; М)... <p„(z„; Л„) = Лй). (И)
А=1

Доказательство. Так как

2Лт,:{ехр (eJ(Aku’ft)}==V,',exp (еДьЩ,),

где е^=11/”!к, 7 = 1, 2,..., mk, то собственными функциями г|д(гщ; ЛА) опера­
тора D™K является любая нетривиальная линейная комбинация вида

т&

Bkjexy(zjCKkwk).
j—i
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Пусть <p(zt; Тк)=Тк Ай). Перепишем равенство (9) в равносиль
ной форме ЬкТк~1—Тк~1Пктх, на основании которой находим

•Ьл<Ра(2а; кк)=Тк iDk'K^k(wll', Ал) =7\ 1{Аа’"'‘,Фа(17’а; A,,)} =Айт,:фл(гл; At) 
т. е. функция срДг^Хь) является собственной для оператора Lh. А так Kai 
операторы Lk (если их рассматривать в пространстве A (G)) попарно ком 
мутируют, то произведение (11) является собственной функцией опера 
тора L, которая соответствует собственному значению Xй.

Замечание 1. Предположим, что функция ^(иц; Аа) найдена по не 
которым начальным условиям в точке wk=0:

Агфй(^л; As) |„=о=Сг.А, г=0,1,1. (12)

Тогда соответствующая функция <p71(zh; Хй) удовлетворяет при Zs=l на­
чальным условиям

т
Фа (1, А») Со,ft, Dk фь (zft, As) I zk =i r,sGs,ft. (13)

«=i

В частности, если
Ст.к=ккг, г==0,1,..., 1, (14)

то фДиц; Ал)=ехр (XftinA), а соответствующая функция фя(гй; As) находится 
из условий

Г
Фа(1;Ал)=1; Dft^ft(zs; As) lZft=1= brsAfts, r=l,..., 1. (15)

3=1

3. Пусть {Xo=(Ai, „,..., A„, „„)}<,, s;,=l, 2,... ; k=i, 2,..., n,— произволь­
ная последовательность элементов С". Тогда справедлива

Теорема 3. Для того чтобы система {ф(г;А0)} собственных, функ­
ций оператора L была полной в пространстве A (G) =А (Gn), необходимо и 
достаточно, чтобы каждая система {^(гщ; As, s^)} собственных функ­
ций операторов D™* была полной в пространстве Anx, R=(Rt,..., 7?„).

Доказательство. Так как оператор Lk с помощью изоморфизма Тк 
преобразуется в оператор DkmK, то система (фь(г*; АЛ, SK)} полна в A(Gk) 
тогда и только тогда, когда полной в A„k является система {^(гщ; Aft, „„)} 
(в предположении, что соответствующие функции удовлетворяют в точках 
Zft=l и юк—0 начальным условиям вида (12) и (13)). Но на основании тео­
ремы 2 необходимым и достаточным условием полноты системы {ф(г; Ао)}<, 
в A(G) является (см. (3)) полнота каждой системы {фл(гй; Aft, „)} в про­
странстве А (Сй) , /с=1,2,..., п.

Если использовать условия вида (14) для определения собственных: 
функций оператора DhmK, то получим систему экспонент (exp (Аа, ,.кам) } “ ,
для полноты которой имеется ряд достаточных условий (см. (5_7)). Ис­
пользуя, например, теорему П3 из (4), на основании теоремы 3 получим

Следствие 1. Пусть {Aa—(Af, А„, ,„)}□— последовательность
из С" и

----- In Sk ------ Sft
«А= lim ——----- - , Ps= lim —----- — , k=l,...,n.

Тогда система {ф(з; Aa)}o полна в пространстве A(GR) при оц>1, 
k= 1, 2,п, для любых Rk^it или при «а=1, Л=1,..., п, для любых 
7?s=Cmin {л, Р»/е}.

Пусть последовательность {АД^С" такова, что ReAft, «ft>0 при 
А=1,. .. , п. Обозначим через Vs(r) число точек {Aft, гJ в круге |z—г/2|<?
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<r/2; dfc=lim [vfc(r)/r]. Если воспользоваться теоремой 20 из (6) о полноте*Г-> оо 
системы экспонент в горизонтальных полосах, то получим

Следствие 2. Система {cp(z;X0)}a полна в каждом пространстве 
A (GB), если только Rk<n min {1, dk}, k=i, 2,... ,n.

Замечание 2. Область Gk плоскости zk ограничена кривой zk— 
=еи* (cos sin "&*), lu’k[2=uk2+vk2==Rk2, симметричной относительно дей­
ствительной оси и пересекающей ее в точках е_Лк и еЯх, 7?Л^л. Можно про­
верить, что круг B„k={zk: \zk—ch Rk\ <sh7?J, 0<7?ь<л, содержится в об­
ласти Gk. На основании этого можно получить условия полноты системы 
{<p(z; Х0)}а в полицилиндрических областях Bn=BR,XBR2X ... XBRn.
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