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1. Пусть ci> —1, ,В> — 1, (х) — полиномы Якоби, нормированные
условием

Р^’(1)=(^“), й=0,1,... (1)

Знаком ~ будем обозначать величины одного порядка. Таким образом опре­
деленные полиномы Якоби обладают свойствами:

f (.г)(ж) (1 — ас) “ (1р с/л: = | ’ (2)
_•> I hk , k=l,

где h{k’P> •~(/с+1)”1 ((*),  стр. 80);

((*), стр. 71); (3)

(cosO) l^g(sin 6)~g~'/i ■:___ ■, 0С0<л/2, а<—‘/2 ((*), стр. 177);
П+1

(4)

(cos 0) l=gc(7c+l)a, О^0^л/2, а>—V2 ((*), стр. 177); (5)
если а=Р, то неравенства (4) и (5) верны для 0+0+л;

(1-х) (k+l+?^)Plka+l*} (х) =

= (/с+а+1)РГ’₽> (х) —(/с+1)Нл+?(х) ((‘),стр.83). (6)

Пусть задана нижняя треугольная матрица чисел А={Х* 1)}, п=О, 1,..., 
k=0,1,..., причем А *п) =0 при к^п+1. Для любой функции f(x) еС[ — 1, 1] 
определим ее линейные средние

т„(/,х;А) = J/(i)An(a'₽> (i,x;A) (l-i)a(l+i)e dt,
-i

где

Лп (i, х;Л) = У Тк {hk } 1Рк (х)Рк (£),

Кп® — ядро метода суммирования, определенного матрицей Л.
Метод суммирования, определяемый матрицей Л, называется регуляр­

ным, если т„(/, х; Л)^ /(л) для всякой функции /(х)еС[— 1, 1]. Как из-
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вестно, основную роль в вопросе регулярности метода суммирования иг­
рает ограниченность норм операторов тп(/, х; Л). Поскольку

||т„||= max sup
-lajxssl

1

I J* */(£)  аД°’Э) (i,^;A) (1—i)“(l+f)Mi 
—1

----——   — i—
* д я р и у к ы а •
Доклады АН, т. 222, № Sr" ;

1

= max J (t,x;A) I (1—t)a(l+t)^ dt, (7)

то ограниченность ||т„|| эквивалентна равномерной ограниченности много­
членов Кп’^ (i, х; Л) в метрике L с весом (1—i)“(l+i)7

Обозначим
1

(х;А) = J |АГ’Р> (t,x;A) I (l—t^tl+ty dt.
—1

Нашей целью является оценка
max S’n е> (ж; Л)

снизу и сверху через коэффициенты или их разности.
2. Лемма 1. Пусть а>—х/2, О<0<л/2, тогда

|рДе,(со8 0)--Р----- — тСДсозО) I ^с 8ш/Ге. (8)
I ?<“■₽> (1) I Уп

Доказательство этого неравенства легко получить, используя равенст­
во (6) и неравенство (4).

Замечание 1. Неравенство (8) является обобщением аналогичного 
неравенства для полиномов Лежандра (см. (*),  стр. 180).

Замечание 2. При а=;3 неравенство (8) верно при О^0^л. 
Лемма 2. Пусть — 1/2<ос<1/2, О^0=^л, тогда

/n(cos0) =

= V« £ I (cos 6) - - Р^ (cos 6) I (п+1-k)
k=0 Г 2п—й+2 '

где С не зависит от п и 0.
Доказательство. Очевидно, что /„(cos0)=O для 0=0, л. Поэтому 

далее считаем, что О<0<л.
Полагая n+l—k=j, запишем /„(cos 0) в виде

[п/2]

/„(cos 0)=Ы У|

n + 1+J е) I-^S,+S2.

Применяя неравенство (5) (при а = [3), для второй суммы получим

У, [(«+1-/)а+с^^ур(«+1+/)а]
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Пусть 0 зафиксировано и sin 05= [п/2] 1. Подберем натуральное число N 
так, что GV+ lp^sin ОСА'-*.  Если же sin 0< [п/2]_1, то положим N= 
—[п/2]. Тогда

N

J=i

1 I_(а,а) . ^n+l—A1/ п(«.«) / л\ • — ’Л—а_!_I Pn+l_j(cOS 0) a) P„+1+j(cos0) |7 - +
■^n+l+A '

Используя неравенство (8), нетрудно получить, что

[n/2]

j=N+l

. P(a,a)in 1
P,X(cos 9)- "У P^(cos 0) 

n + l+P '

sin’/!-“ 0
Vn+i—j

Следовательно (а<‘/2),

Sn=Cc sin’ " 8 -=^=г- V1 j~'l2~a^c (N sin 0) --’-мм, 
Vn+l—[n/2]

i=l

так как N sin 0C1.
Применяя неравенство (4) и учитывая, что (2V+1) sin 05=1 (в силу вы­

бора числа N), получим, что 212=£с[ (7V+l)sin 0]_а_'/2=^с. Лемма доказана.
Так как P'k’^ (1)~А:а, то, используя лемму 2, равенства (7) и (2), лег­

ко доказать следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть —1/2<сс<1/2, тогда для любого п=1, 2,...

||тп||= max 2?п ' У (х; A)5=cVrc |Х& >|/с“(п+1—к) “. (9)
— 1^х<1

k=0

С л е д с т в и е 1. Для того чтобы метод суммирования ряда Фурье по по­
линомам Якоби (#), —1/2<а<1/2, был регулярным, необходимо, чтобы
\№\^сп~а-\

Полученное следствие служит удобным необходимым признаком регу­
лярности метода суммирования. Например, из следствия выводим, что ме­
тоды Чезаро (С, [3) нерегулярны при / г. Из (9) получим, что метод
Чезаро (С, fj) нерегулярен и при р=а+‘/2, так как правая часть (9) в этом 
случае равна с-1п«. Другим методом этот результат получен Г. Сёге 
(см. (*),  стр. 254).

Замечание 1. Из (8) для ядра Дирихле по полиномам Якоби на­
ходим, что

1
■ max 3?^’ау (х) — max J |^Г’а) (t, x) I (1—i2)a dt^cna+':‘.

-1CK1

Известно (см. (2)), что max •S’n’*' 1 (x)~na+',a. Поэтому неравенство (9) 
-Кх<1

неулучшаемо в данных терминах.
3. В этом пункте мы приведем несколько оценок сверху в случае поли­

номов Лежандра (а=ф=0) Рп(х)=Рп’°'1 (х) для функции 2? „ (х; Л)^
=2 '?’0) (х- Л).

Лемма 3. Функция 2? Дх\ Л) достигает максимума при х=1.
1С.26



Теорема 2. При любом п=1, 2,... справедливо неравенство

(lnre У2 I AXfc<n>l2(A:+l) ) +с max IXft(n>I. (10)

А = 0

Замечание 2. Б. П. Осиленкер (3) изучал линейные методы сумми­
рования разложений функций по некоторым ортонормированным систе­
мам. В частности, в случае полиномов Лежандра из его работы вытекает 
оценка

Z„(z; A) s^c+c (п J1, I ДхГ’ I2 j

k=0

для се[с, d]c:( —1, 1) с постоянной с, зависящей от [с, d], В связи с этим 
отметим, что In п в правой части (10) убрать нельзя, ибо для метода Че- 
заро (С, */ 2) из (9) находим, что 1?п(1; А)>с1пп, а из (10) получаем, что 
S\(l; А)^с1п п.

Пусть

1 п= — £^(М), fc=o,l,...,n,
к+1 тп=п—к 

суммы Валле — Пуссена, где
тп

1 = 0
Лемма 4. При любых кип

р 1/ тг+1

— 1

Следствие. Ядра Fn(t, l)=V„,„(f, 1) равномерно ограничены в мет­
рике L.

Теорема 3. При любом тг=1, 2,... справедливо неравенство 

^(1:Л)<етах|У’Ч+с£№+£ЙТ|А-лГ’|.
O^A^n >и + 1А=0

Из этой теоремы вытекает регулярность методов Пезаро (С, fj) при 3> 
>*/ 2, средних Зигмунда Х1П) = '1— (к/(тг+1))т при у>0.

Если последовательность чисел выпукла (вогнута), то имеет место 
теорема, аналогичная теореме С. М. Никольского для тригонометрическо­
го случая (4):

Теорема 4. Если Ь+къ ’^0(^0), k=0,1,..., п—1. |Аа ’ I =^с, то

п
2М1; А) (и+1-*)-А

k=0
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