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Основной целью настоящей заметки является обобщение одного ре­
зультата (*) об устойчивости шкалы «средних» относительно комплексной 
интерполяции (см. также (2)).

1. В этом пункте напоминаются некоторые факты из теории интерпо­
ляционных пространств.

1а. Метод «средних». Пусть (Fo, FД —совместная пара банаховых 
пространств (см. (7,8)). Для любого ?^0 определим функционалы Пет­
ре (3):

K(t, a) =K(t, а\ Fo, Ft) =inf{||а0)1л,4Л||а1||Р1; а=а0+а1}, а^Р0-М\-,

J(t, a)=J(t, a; FQ, 7Д) =max(|)alU, ?1к||Г1), a^F^Fi.

Далее, пусть Ф—банахова решетка на /?+=(0, °°) по мере Хаара 
dt/t (см. (6)). Выделим следующие условия, которые вместе или по от­
дельности будем накладывать на решетку Ф (см. (4,5)):

1") kp(s?) :'<t>=C/(s) 1!ф(?) НФ, min(l, l/s)/(s)->0 (s->0 или s->°°),

J min 1, —j /(s)— = p<°°;

0
fk-Г

2") ilmin{ L A ' =
oo 4 z7

3") fmin(l.—) <p(s)— < б||ср||Ф;
J s / sо

4°) если ОСц Сгр, <реф и q?„->0 почти всюду, то IkpJk^O.
Например, банахова решетка ФОр(О<0<1, с нормой

’ о
удовлетворяет условиям 1°)—3°) и условию 4°), если l=^p<o°.

Пространство «средних» (F„, Fi^_K, построенное по Х-методу (см. 
(3_5)), определяется как совокупность всех элементов a^Fo+Ft, для ко­
торых

АЦа|(У0, У,)Ф,К)=И(С а)11ф<~.
Пространство «средних» (Fo, Et)®, j, построенное по 7-методу, есть 

множество всех элементов a^F„-rF,, для которых найдется УоПУ^значная 
измеримая па /?_ функция а (?) такая, что

П/(?, я (?)) Нф<оо, а=[а(?)----- .
J I
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Пространство (Fo, Р)Ф^ является банаховым относительно нормы

■V(aI (F0,Fi')lD J') = inf a(F)) ИФ; cl = J a(t) -7—| •

Теорема А (теорема эквивалентности, см. (4,")). Если Ф — банахова 
решетка, обладающая свойством 1°), то (Fo, F,)®. k=(Fq, F.)o 7 и

e0N(а| (Fо, Fl) ф, j) (а | (Fo, FДф> к) 3.V(а | (Fc, Ft)Ф, Д,

где e0=max(l+e)_1loge.
B>1

Замечание 1. Пусть Ф — банахова решетка, удовлетворяющая уело- 
def

виям 1°), 2°). Тогда пространство (Fo, F1)®=(F0, F^ Ф, к = (Fo, Ft)9iJ яв­
ляется промежуточным между Fo и F,, т. е. FoflF1c=(Fc, F,) t^Fv+Fi. Да­
лее, вместо (Fo, FiJojp будем писать (Fo, FJ вР.

16. Комплексный метод. Пусть <2^=J$?(F0, ЕД обозначает мно­
жество всех (Е0+ЕД-значных функций, определенных в полосе O^Rez^l 
комплексной плоскости, которые ограничены и непрерывны в замкнутой 
полосе и аналитичны в элкрытой полосе, а на границе Re :=k непрерывны 
и ограничены как функции со значениями в Fh, k=0, 1.

Комплексное интерполяционное пространство [Fo, F£]~, 0<ос< 1 (см. 
(в,’)) определяется как совокупность всех элементов a^F(!+Fl таких, что 
а=/(а) для некоторого /е<Ж(Е0, ЕД. Это банахово пространство с нормой

Лг(а| [Fo, FJa) =inf{max sup||/(/c+ii) y(a)=a}.
A=0, 1 t

Далее, если Фо и — две банаховы решетки на 7?+, то решетка Каль­
дерона Фо1_“ Ф1“ есть, по определению (см. (6)), множество всех измери­
мых на R+ функций <р, для которых найдутся число и функции ср;«^Фг, 
Нф4||ф4<1, i=0, 1, такие, что |cp(i) |^Х|фо(Д |1_“|ф1(Д |“. Эта банахова 

решетка относительно нормы ||ф||ФДаф“ =inf{/->0; |ф(<) |5?Х|фо(Д |1_а- 
•|ф1(01“}-

Замечание 2. Если Фо и Фх удовлетворяют свойству 1() с /0 и Д со­
ответственно, то также удовлетворяет свойству Г), с /=/ц_в/1“.

Т е о р е м а В (см. (6)).

Фе»рТФе“,У1 =Фегъ 0= (1-a) 0o+a0i, 1/р= (1-а) /р0+а/р., 1^Ро,Р1<0°-

2. Теперь мы в состоянии сформулировать основной результат ра­
боты.

Теорема. Если банаховы решетки Фо и удовлетворяют условиям 
1Д—4°), то

[ (Е0,ЕДФ„, (Fo, F1)Oj]a=(F0, ЕДФ>-“Ф’
с эквивалентными нормами.

В частности, с помощью теоремы В получаем
Следствие

[ (Fо, FД е(>;р„, (F0, FД e^ila— (Fо, ЕД (i-a)e0+ae,,p> = “Г ,
Р Ро Pl

1SSPO, (1)
В этом случае, когда (Fo, ЕД — совместная пара рефлексивных банахо­

вых пространств и l<p0=pi<°°, формула (1) доказана в работе (‘). Эта 
формула вытекает также из соответствующего результата работы (Д, 
но только при некоторых дополнительных предположениях на пару 
(Fo, ЕД.

Доказательство теоремы получается из следующих двух лемм, пред­
ставляющих, возможно, самостоятельный интерес, и теоремы А. Лемма 1
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является, по-видимому, новой. Идея доказательства леммы 2 подсказана 
работой (*).

Лемма 1. Если Фо и Ф± — банаховы решетки, обладающие свойством 
2°), то

{Fо, FС) ф01К, (F0,F\) i) ф1-« Ф1“ к
с константой вложения, равной единице.

Лемма 2. Пусть банаховы решетки Фо и Ф! удовлетворяют условиям 
1°)-4°). Тогда

l(Fa,Fi) (F0, F,) ф,,/]^ (F0, F,) ф|>1-а ф>а j-
с константой вложения, равной единице.

Доказательство леммы 1. Пусть Gi=(Fa,Fl)<s>i,K, i=0, 1, и а= 
e[G0, -GJa. Тогда (z=/(a), где /eJ^(G0, G\). Согласно формуле Коши для 
полосы O^Re z=Sl, z=o+zt можно написать

f(is')MOa(x—s)ds + J f(l+is)Mia(r—s)ds, (2)

где ядра Пуассона имеют вид
Л/Аа(т) =елт sin no/fsin2 ло+(cos ло+(27г—1)елт)2], /с=0, 1.

Положим ц=ц(7) =ln [ab0(t)/(1—а)&Д7) ], где 0<7<°° и

M7) = J K(t,f(is)-, F0,Fl')Mka(—s)ds, k=0,1.

/(o+zt)= J

Определим функцию g(t, z) соотношением g(7, z) =ell<z~a)f(z). Очевид­
но, g(t, a) =a и g(t, z) (Go, Gi). Поэтому из (2) получаем, что

a= J" e11'18 a)f(is)Moa(—s)ds+ J s)ds,

откуда, применяя норму K(t, ■; Fo, F,), находим неравенство

(3)

Поскольку
\\bk(t) '!ф1; C sup TV(/(7t+zs) |Gft) [ (2k—l)a+l—k], k=Q, 1,

то из (3) следует, что K(t, а)^Фо x ®ia и

N (a| (.Fo, Fi) ф i_a фа к )=C max swp N (f (k+is) \Gh).
1 ’ A=0,l s

Переходя к инфимуму в правой части, получаем утверждение леммы.
В заключение автор выражает благодарность М. 3. Соломину за по­

стоянное внимание к работе.
Математический институт Поступило
Болгарской Академии наук 3 П 1975
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