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1. Обозначения, В этой работе через (М, ц) обозначаются про­
странства Лебега, буквами S и Т — эргодические автоморфизмы простран­
ства Лебега, символами {У} и {77} — измеримые потоки. Буквы могут 
снабжаться дополнительными индексами. Специальный поток, построен­
ный по автоморфизму Т и положительной функции /еЬ1 (7И, р.), обозна­
чается {Ttf}. Производный автоморфизм от Т на измеримом множестве А 
и специальный автоморфизм, построенный по Т и функции пс=Т1<М. ц), 
принимающей натуральные значения, обозначаются ТА п Тсоответст­
венно. Определения см. (*). Последние две конструкции объединяются 
следующим образом: пусть ц) —функция, принимающая неот­
рицательные целые значения. Обозначим m=m | м\т-*<о), Тт{.) =

( Тм\т-> (0) ) тп(-) •
Поток {77} получается из потока {SJ заменой времени, гладкой вдоль 

траекторий, если существует измеримая функция ф: TJ/XR-^-R, задающая 
при почти каждом х^М сохраняющий ориентацию диффеоморфизм пря­
мой В и такая, что mod О

ф (*£, С + С) Ф' (+ ) +ф (^<р(х, ^2) , T:X~-=Sty:y t)X,

причем р-1е77(М, р), где р(ж) =<Эф(а:, i)/df|(=o. Очевидпо, поток {77} со­
храняет меру р-1щ

Определение 1. Измеримые потоки {57} и {77} называются мо­
нотонно эквивалентными, если поток {Tt} метрически изомор­
фен потоку, который получается из потока {+} заменой времени, гладкой 
вдоль траекторий.

Предложение 1. Потоки {5J и {77} монотонно эквивалентны тог­
да и только тогда, когда они метрически изоморфны специальным потокам 
над одним и тем же автоморфизмом.

Определение 2. Эргодические автоморфизмы Т и S называются 
монотонно эквивалентными, если автоморфизм Т метрически 
изоморфен некоторому автоморфизму 5т(.), где тп — функция с неотрица­
тельными целыми значениями.

Предложение 2. Специальные потоки {77/1} и {5+} (71 и S — эрго­
дические автоморфизмы) монотонно эквивалентны тогда и только тогда, 
когда автоморфизмы Т и S монотонно эквивалентны.

2. Нашей задачей является изучение свойств эргодических автоморфиз­
мов и потоков, инвариантных относительно монотонной эквивалентности. 
Настоящая работа является первым шагом в этом направлении. Она 
посвящена одному классу монотонно эквивалентных автоморфизмов и 
отчасти соответствующему классу потоков. Этот класс — стандартные ав­
томорфизмы (см. определение 3), как показано ниже (следствие 4 и пред­
ложение 4), естественно считать простейшим классом монотонно эквива­
лентных эргодических автоморфизмов. Отметим, что аналогичного про­
стейшего класса метрически изоморфных автоморфизмов не существует.

Хотя исходная и более естественная формулировка относится к пото­
кам (например, в случае потоков существуют непрерывные и гладкие 
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аналоги рассматриваемых понятий), мы приведем подробные формулирот 
ки дальнейших определений и результатов для автоморфизмов, а в копц 
укажем некоторые следствия, относящиеся к потокам. Наш выбор объяс 
няется тем, что в метрической ситуации формулировки для дискретпог 
времени оказываются более простыми. Результаты о потоках частичн 
следуют из результатов об автоморфизмах, а частично доказываются пз 
раллельпо.

Мотивировкой для изучения монотонной эквивалентности послужил 
следующие два обстоятельства.

Во-первых, задача метрической классификации автоморфизмов и поте 
ков, которая считалась основной задачей эргодической теории, оказалас 
безнадежной не только в полной общности, но, по-видимому, также дл 
наиболее важных специальных классов динамических систем в частности 
для A-систем (см. (2,3)) и (в некотором смысле противоположный при 
мер) для динамических систем, допускающих хорошую периодическу] 
аппроксимацию. Как мы покажем ниже, в последнем случае трудпост 
исчезают при переходе к монотонной классификации.

Во-вторых, все успехи в направлении топологической или гладко 
классификации гладких потоков с достаточно большим множеством нс 
блуждающих точек относятся к классификации с точностью до замен] 
времени. В качестве примеров укажем на структурную устойчивость У-пс 
токов (4) и на теорию потоков на торе (5) и на других поверхностях (6)

3. Обозначим Q группу всех корней из 1 с дискретной топологие! 
Q* — двойственную Q компактную группу целых иделей, Хое<2’ — характе 
группы Q, порожденный тождественным вложением Q в окружность, D - 
преобразование группы Q", состоящее в умножении на элемент %0. Очс 
видно, D является автоморфизмом пространства Лебега Q* с мерой Хаарг 
причем D имеет дискретный спектр, а группа собственных значений сс 
впадает с Q.

Определение 3. Автоморфизм называется стандартным, есл 
он монотонно эквивалентен автоморфизму D. Поток называется став 
д а р т н ы м, если он метрически эквивалентен специальному потоку на 
стандартным автоморфизмом.

Определение 4 (ср. с (7), определение 1.1). Автоморфизм Т д с 
пускает хорошую аппроксимацию периодическим 
преобразованиями (а.п.п.), если найдется последовательность кс 
печных измеримых, разбиений ^„=(сп1,. .., с„''"=с,,°, dn) пространства М с 
следующими свойствами:

4.1) р(с„1) =р(с„2) = ... =р(сп5");
4.2) при И->оо;

(4.3) Уц(7’Сп1Ас’+1)=0(^-1).
1 = 0

Теорема 1. Пусть автоморфизм Т: (М, р) (М, р) допускает хоре 
шую а.п.п. и 0<[}<1.

Тогда найдутся множество А^М, р(А)=|3 и функция с натуральным 
значениями р), $ пйр=ф"' такие, что производный автоморфиз.

м
ТА и специальный автоморфизм метрически изоморфны автоморфие 
му D.

Следствие 1. Автоморфизм., допускающий хорошую а.п.п., стаг 
дартен.

Обращение следствие 1 неверно. Оказывается, однако (и в этом состоя 
первый из наших основных результатов), что стандартность эквивалентн 
некоторому аппроксимационному свойству, более слабому, чем хороша 
а.п.п.
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Обозначим Zg= {0,1,q—1}, Xg=[0, 1]XZ,. — прямое произведе­
ние меры Лебега на отрезке [0, 1] и равномерной нормированной меры 
на Zg.

Определение 5. Частичной монотонной структурой 
автоморфизма Т называется пара (F, ср), где F — измеримое подмно­
жество М, ср: F-+Xq — измеримое отображение, причем mod 0 выполняют­
ся следующие свойства:

5.1) если Аг_Р— измеримое множество, то Xg(<p(A))=a(cp)-u(.4). где 
а (ср) >0 не зависит от А;

5.2) если z(, x2^F, (p(xi) = [t, m), (p(x2) = (t, m+k), k>0, to x2=Tx<. 
где Z>0.

5.3) если x^F, <p(x) — (t,m), то либо q>(TFx) = (t, m+k), /с>0, либо 
ф(Л n ( [Z}X{zn+l,..., q—1}) =ф.

Обозначим £(Я, ср) разбиение пространства М на множества 
<Р"' ([0, 11X {г}), i=0,1,... , Q—1, М\F.

Определение 6, Автоморфизм Т допускает монотонную 
аппроксимацию, если существует последовательность (F„, ср„) час­
тичных монотонных структур автоморфизма Т такая, что при 
1(/'',,<р„)-*8 И <х(ср„) -*1.

Теорема 2. Автоморфизм Т допускает монотонную аппроксимацию 
тогда и только тогда, когда Т стандартен.

Следствие 2. Проективный предел стандартных автоморфизмов яв­
ляется стандартным автоморфизмом.

4. Пусть N, п — натуральные числа. Обозначим
ON, „={со=(<Оо, • • •, <on-i) : ю,е{1,...,N}, г=0,1,..., п—1}.

Определим в множествах Ох, „ две важные метрики: рн и рм. Назовем 
элементарной Я-операцией переход от элемента со= (со0,..., <B„-t) к лю­
бому элементу вида (ю0,..., ок-ь а, со,-+1, ...,<»„_!), где те {1,..., N}, 
/=0, 1,... ,п—1, а элементарной Л/-операцией — переход от и к (wo, ®i-i, 
ю,ч1, ■ ■ ■, о),-1, a, coj,..., со, _,) или аналогичную процедуру с i^j. Будем 
для краткости писать А там, где может стоять Я или М. Положим для 
со*1’, M(2)j=QN расстояние рА (со*1’, со*2’) равным минимальному числу эле­
ментарных A-операций, с помощью которых можно превратить со*1’ в со*2’, 
поделепному на п. Обозначим для г>0, через ЯА(со, г) шар ра­
диуса г с центром в со в метрике рА. Заметим, что рн — это известная мет­
рика Хэмминга. Метрика рм ранее, по-видимому, не встречалась. Обозна­
чим Я: „ правый циклический сдвиг:

Я(С00, COt, . . . , СОЯ-1)=(СО1, . . . , С0„_1, СОо).

Пусть £= (с,, . . . , с|Е|) — упорядоченное конечное измеримое разбиение 
пространства М, Т — автоморфизм. Определим отображение ср5, „,
полагая для хеМ, срг. „ (х) = (к0(х), ..., kn-i(x)), где Т'х^с^ (х), i=0, 1,... 
....п—1. Меру (ф5. „)»ц в пространстве О]6|, „ для краткости будем обо­
значать ц„, считая, что автоморфизм Т и разбиение § фиксированы.

Определение 7. Автоморфизм Т называется А-почти-перио- 
д и ч е с к и м, если для любого упорядоченного конечного измеримого раз­
биения найдутся последовательности рп-+°°, qn^°°, еп->-0 (р„ и qn— на­
туральные числа, е„>0) и последовательность co<")eQrsl, Pnqn такая, что 

Я’-со<п’=со<"’ и Цр„9„( иЬА(Я8со<п),е„))>1-е„.
«—о

Теорема 3. Автоморфизм Т допускает хорошую а.п.п. тогда и только 
тогда, когда Т Н-почти периодичен.

Теорема 4 (второй критерий стандартности). Следующие свойства 
автоморфизма Т эквивалентны:

1) Т допускает монотонную аппроксимацию',
2) Т М-почти-периодичен;
3) для любого упорядоченного конечного измеримого разбиения £ и 
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любого е>0 найдется N такое, что при n>N для некоторого со(n)eQ|E], „ 
цп(5м(со(’1), е))>1—е.

Предложение 3. Эргодический автоморфизм с дискретным спект­
ром Н-почти-периодичен.

Из теорем 1 и 3 и предложения 3 получаем
Следствие 3. Пусть Т: (Afj, ц4)-> (2И1; ц,), 5: (ЛА, ц2)-> (ЛА, ц2) — 

два эргодических автоморфизма с дискретным спектром, 0<р<1. Найдут­
ся измеримое множество Aci-Mi, р,(А)=ф и функция с натуральными зна­
чениями п<^Ь*(М\, ц)$/г такие, что производный автоморфизм ТА
и специальный автоморфизм Тп(.) метрически изоморфны S.

Из теорем 2 и 4 получаем
Следствие 4. Фактор-автоморфизм стандартного автоморфизма по 

бесконечному инвариантному измеримому разбиению является стандарт­
ным автоморфизмом.

Предложение 4. Для любого эргодического автоморфизма Т и 
стандартного автоморфизма S найдется автоморфизм Tt, монотонно экви­
валентный Т и имеющий такое инвариантное измеримое разбиение что 
фактор-автоморфизм метрически изоморфен S.

Из следствия 4 вытекает, что утверждение предложения 4 перестает 
быть верным, если взять в качестве S произвольный нестандартный авто­
морфизм.

5. Мы не будем подробно формулировать все результаты о стандартных 
потоках, а приведем одно следствие из наших утверждений и следующего 
результата Д. Орнстейна (устное сообщение во время международного 
конгресса математиков в Ванкувере):

Любой поток, получающийся заменой времени из непрерывного потока 
{■S’t} на компактном метрическом пространстве с борелевской инвариантной 
мерой, метрически изоморфен некоторому потоку, получающемуся из 
непрерывной заменой времени.

Следствие 5. Пусть {Д}—стандартный поток, ц= (у,,..., yn) eR”, 
и>1, — такой вектор, что поток {5(т} на п-мерном торе, порождаемый век- 

п
торным полем иу= £ ^idfdXi (Xi,... ,хп — циклические координаты на 

■i= 1
торе) эргодичен. Существует непрерывная положительная функция F, 
бесконечно дифференцируемая вдоль траекторий потока и такая, что 
поток, порождаемый векторным полем F -иъ метрически изоморфен {А}.

Отсюда следует, в частности, что при непрерывной замене времени 
условно-периодическое движение на торе может превратиться в произволь­
ный апериодический эргодический поток с дискретным спектром. Разу­
меется, собственные функции такого потока будут разрывными. Следует 
отметить, что в силу строгой эргодичности метрические свойства относи­
тельно абсолютно непрерывной инвариантной меры имеют в этом случае 
топологически инвариантный смысл.

В заключение выражаю благодарность А. В. Кочергину и Е. А. Сатае­
ву за плодотворные обсуждения вопросов, рассматриваемых в настоящей 
работе.
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