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(1)
Для уравнения с малым параметром е>0 

а+е[ф1(т, а)а+ф2(т, а)]+ф(т, а) =0, x=st,

показывается равномерность асимптотического представления амплитуд­
ных характеристик в области колебаний (вращений) вплоть до сепарат­
рисы. Здесь важна неавтономность (1) и быстрота прохождения сепарат­
рисы. Определяется момент перехода из одной области в другую. 
Применяемые соображения аналогичны идее связующих областей А. А. До­
родницына (‘) и обобщают (2_4). В (1) и далее точкой сверху обозначено 
дифференцирование по t, функции ф15 ф2, ф периодичны (при T=const) по 
а с периодом 2л.

те а со

Ес ул . . cos па
^„(T)sinna, /(т,а) = |ф(т, a)<fa=— ) .дДт)

п
n= 1

(2)
При е=0 (x=const) уравнение (1) становится певозмущенным с ин­

тегралом энергии соответственно
сс+ф(т,а)=0, а2+2/(т, a) =/j=const. (3)

(5)

здесь вместо ср (а) возможна любая периодическая функция без 
члена Фурье.

Интегрирование по t (3), (5) дает для области вращений
а

а=и— /(а)/со, а=а—Ф (а)/со2, Ф (а) = J f(a)da,

Пусть /(т, а) по а имеет на периоде по одному максимуму и минимуму. 
Значит, уравнение ф=0 имеет два корня на периоде: ас=0 и as=n. При 
d=0, а=л из (3) находим значение h=h*  на сепаратрисе.

В режиме вращения sign a=const и а — монотонная переменная со 
слабой дрожью около средней составляющей a=a0+<ni, около ко­
леблется а. В области колебаний со=0 вплоть до разделяющей границы. 
Периоды по t колебаний переменных а в области вращений и a, а в об­
ласти колебаний равны соответственно

2л атах

Т(т) = J (Л—2/)-’л cfcc, 7’(т)=2 J (Л-2/)-’Ыа.
О о

(4)

Из-за монотонности <z(i) в области вращений 5 *

нулевого

(6)
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(7)

где _
со=и0+/(схо)/ы~Тй, а.о=а0+Ф (a0)/w.

С учетом (5) передним (3). (6) по Z за период обращения Т’(т):

d1=h, а=ы.

Из (3) следуют выражения для огибающих семейства а в обеих об­
ластях и а в области колебаний

а2±/тах(т) =0, /(т, a)=h. (8)

* Б случае ср(т, а)=а(т)ф(а) автоматически выполняется (И).

В области вращений (6) также дает огибающие семейства а. Для об­
ласти колебаний в (3) удобно вместо /, h взять сдвинутые величины 
р=Цт, а)— /(т, 0), hi=h—f (т, 0). Замкнутые фазовые траектории области 
колебаний по характеру /(т, а) можно предполагать выпуклыми и осесим­
метричными. Тогда можно ввести такую мопотопную по t угловую пере­
менную ,3, что интеграл (3) будет удовлетворяться, если

а=1'7г1 sin р, Уp l/д cos р. (9)

Аналогично (7) в области колебаний с учетом (5), (9) получим сред­
ние значения за период колебаний

а=оз=0, а2=р=1ЛЛ1.

Предположения о характере /(т, а) позволяют считать *

р=2 [/(х, а) —/ (т, 0) ] =kf(r, 0), &=const,
откуда

др <Э/(т,О) _ д 1п/(т,0)
---- = к------------= р----------------
дх дт <9т

(10)

(И)

(12)|/(т, 0) |=/шах.

В дальнейшем для получения компактного результата при е>0 в об­
ласти колебаний будем предполагать

Ф1=Мт)+Мт).Р(т, а), ф2=»0(т)+/с2(т)ф(т, а). (12')

Возмущенному движению (1) поставим в соответствие соотношение 
анергии (4), считая в нем т, h переменными; тогда

й=2еГ, F=—ф2(т, a)d—фДт, а)а2+<Э/(т, а)/5т. (13)

Ввиду неавтономное™ (13) и неустойчивости положения равновесия 
<4=0, (Х,=л можно не рассматривать малую окрестность последнего. До­
статочно проследить критическую траекторию, ведущую в упомянутую 
окрестность, на копечпом интервале t до достижения этой окрестпости. 
Тогда исключив из F переменную а с помощью (3), убедимся, что dF/dh~t 
вдали от сепаратрисы, а при переходе через нее eF/o'/i—l/s в течение 
AZ-1.

Теорема. Пусть в области D^En при правая часть (13) опреде­
лена, периодична по а при т, /i=const, dF/dh~]. всюду, кроме Л£~1 при 
пересечении сепаратрисы.

Тогда при остается ~е разность решения (13) и осредненного на
конечном интервале, охватывающем переход через сепаратрису. То же 
верно до сепаратрисы в отношении осреднения (13) за период Т (х) коле­
бания (аналогично обращения (5)).



Доказательство. Перейдем от (13) к эквивалентному интеграль­
ному уравнению Вольтерра

С Г ~ Г / дР 9F \h—h.y—е j Р0(т, h)dt=ell, П = J F dt=F— e j (-—■V^-Fjdt,
0 0 0

(14) 
где Fti — осреднеппая F no t, входящему в а, при т, fe=const на интервале 
Г~1/е, охватывающем переход через сепаратрису; F=F~F„; Fit, т, Л) - - 
интеграл от F но i, входящему в сс, при т, ^=const в пределах 0, t.

Пусть h — решение (13) при П=0, тогда R=h—h — погрешность осред­
нения — удовлетворяет уравнению

/?=е J [F0(t, /г) — Г0(т,7г) ]сЙ+еП. (15)
и

На участке вращения (или колебания) до сепаратрисы осреднение 
па [0, Г] совпадает с точностью до ~е2 с осреднением ио пе­
риоду Т(т) обращения (или колебания)^ Значит, функция F будет 
ограничена всюду на [0, Г]. Производные F, очевидно, будут ограничены 
вне окрестности сепаратрисы, но последняя проходится быстро. Значит, П 
ограничена на [0, Г]. Далее учтем, что dFa/dh ограничена на [0, Г], кроме 
малого отрезка, соответствующего прохождению сепаратрисы. Оценивая 
решение (15), как в (5), методом мажорирования последовательных при­
ближений, убеждаемся, что й~е при £~1/е.

Осреднение па интервале [0, Г] и связанные с ним осреднения по пе­
риоду Т’(т) (колебания или обращения) являются промежуточными опе­
рациями, удобными для проведения оценки погрешности осреднения, осо­
бенно в условиях прохождения через сепаратрису.

Осредпим (13) по t в области колебаний с учетом (9) — (12'):

Й1=е[— r0(x)h!—'/1п/(т, 0)/дт]. (16)

В момент перехода' в область вращений достигается amax=±n (или h=h* — 
значение па сепаратрисе), далее учитывается непрерывность h(t), что 
эквивалентно непрерывности верхней огибающей семейства а.

Рассмотрим линейное уравнение и его интеграл

а+н(т)а=0, d2+aa2=7i1, /(т, 0) =/max=a. (17)

Из (16) получаем для (17) известный (6) закон изменения амплитуды 
колебаний

hi== eV (L — t^CZmax, CCmax V С d .

Ввиду свойств (5) —(7) в области вращений до сепаратрисы получим 
из (13) осредненное по I уравнение

/г=2е[—s0(o—/jro+фз,,], Фз=—2фД, (18)

где So, Го, фз0 — нулевые члены рядов Фурье по а для ф2, фи ф3 соответст­
венно.

В физических системах (’) из-за члена s0co правая часть (18) не при 
всяком ha обеспечивает убывание Л, т. е. возможно непрекращающееся 
вращение, не переходящее со временем в колебания.

Уравнение (18) легко замыкается, ибо для расчета амплитудных ха­
рактеристик достаточно взять w~l/h, т. е. пренебречь скачком в со вблизи 
сепаратрисы. Последний существен для подсчета оборотов и описания 
процесса колебаний d(i).
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Вдали от сепаратрисы переменная со аналогична быстро вращающейся 
фазе метода Н. Н. Моисеева ('').

Момент перехода в область колебаний определяется из условия анну­
лирования для семейства а нижней огибающей dH=0, далее учитывается 
непрерывность h(t) или адекватный признак: в момент перехода непре­
рывна dB — верхняя огибающая семейства а, т. е. в области колебаний 
огибающими семейства а будут (—dB, dB).

При е>0 продифференцируем по t представление (6) для а, считая и, 
т переменными, и исключим а с помощью (1); тогда

(Ь=—е<о[ф1а+(р2]/[со+/(й)/со]. (19)

Если член s0(t) — нулевой в ряде Фурье для ф2(т, а) — ввести в пред­
ставление а, тогда вместо (6), (19) будет

а=ы—Js0 Л—/(а)/со, со=—еы[ф1а+ф2—s0]/((i>+/(d)/a). (20)
о

Из (20) находим выражения верхней и нижней огибающих семей­
ства d:

t

о
(21)

Обороты траекторий, достигающих сепаратрису, надо подсчитывать 
с учетом скачка <о(т) на последнем обороте перед сепаратрисой, что 
в среднем сводится к следующему

tt

d=w—е J So (r)di—/шах/(2ы),
0

a=a0 + J d dt.
0

(22)

Здесь кроется возможность уточнения момента перехода в область коле­
бании.
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