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Многими исследователями, начиная с Юпге (', 2), на4дено, что распре- 
ления частиц атмосферных аэрозолей по размерам в широком интервале 
хорошо аппроксимируются степенной функцией <р(г) =Ъг~'‘, где г — радиус 
деления частиц атмосферных аэрозолей по размерам в широком интервале 
частиц, b и v — постоянные, причем v варьирует от 2 (3) до 6 ('*). Предпри­
нятые до сих пор попытки объяснения степенных распределений нельзя 
считать удачными. Применение метода размерностей в задаче о коагуля­
ции аэрозоля (5) неубедительно из-за произвола в выборе характерных 
параметров. Идея о росте частиц за счет среды (б) ведет к степенному рас­
пределению лишь при искусственном допущении о формуле роста частиц. 
Гипотеза о перемешивании аэрозолей, поступающих из независимых источ­
ников (7), не получила математической формулировки. Численные расче­
ты броуновской коагуляции (8) не привели к определенным выводам о фор­
ме образующихся распределений.

В настоящей работе будет показано, что степенные распределения воз­
никают при определенных условиях в процессе коагуляции аэрозоля. 
В атмосфере непрерывно возникают весьма мелкие частицы (при химиче­
ских и фотохимических реакциях), и одновременно из нее выводятся наи­
более крупные аэрозольные частицы (за счет выпадения или участия в 
процессах осадкообразования). Предполагая, что крупные частицы по­
являются при объединении мелких, запишем стационарное уравнение 
коагуляции в виде

оо g-i
СВ-С.^ K(g,n)Cn+l/^K(g-n,n)Cg-nCn=O, (1)

71 = 1 П=1

где Cn — концентрация частиц с массой в п раз больше минимальной, при­
нимаемой за единицу, К — коэффициент коагуляции, lf (В А — источник 
(сток) частиц.

Нас интересует асимптотическое решение Се (g>l), почти не завися­
щее от формы источника и стока. Поэтому предполагаем, что 
/;<const-exp(—g/go) и что сток действует только при g>G. Если

(2)

7 J можно положить Bg=0.
Введем производящую функцию F комплексного перемеппого z: F(z) = 

= XCnzn. Очевидно, Сп=(1/п\) (dnF/dzn)A=<>, но для анализа асимптоти­

ки Сп удобнее формула (9):
Cn=-^—\F(_z)z~n~idz, (3)

где с — окружность с центром в точке z=0.
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Точка z=l является особой точкой F{z). Для доказательства умножим 
(1), где Bg=Q, на g2 и просуммируем по g от 1 до °°. Легко находится, что ОО р
суммы S п)CgCn расходятся. Мажорируя К функцией £ Bsgr,nr‘,

g, П=1 S=1

нетрудно показать, что 2 Cgg2+m“ г‘ расходится, что эквивалентно расхо- 
4=1

димости производных F(z) более высокого порядка, чем 2(maxrs+2) в точ­
ке z=l. Утверждение доказано. Выведем уравнение для F из (1). Огра­
ничимся K=gard‘+gs‘na, где |а|, |^|<1, а+^=Х, 0О.<1. Случай К= 
=2И» (g^re^+g^re”5) не является существенно новым, если а4+{За=Х..

S

Случай 7£=if (g) if (re) (g“rep+gpre'2), где ip — произвольная функция, сводится 
к рассматриваемому при введении Jf„=if (п) Сп.

Нетрудно убедиться в том, что выполняется

со 
^j\iaCnZn 

п=1

__ 1 с {dF/dx)dx _
Г(1—a)J [ln(z/rc)]“

О
(4)

Из (1) с помощью (4) находим уравнение для F:
if(z) + [Ea(z)—Fa(l) ] [ЕДг)—ЕД1) ]=0, - (5)

где if(z)=a>(z)-Fe(l)F₽(l), (if(l)=0), Ф(г) = £/^«.
4=1

Проанализируем особую точку F(z) при z—1. Разложим tf(z) в ряд 
if (z) =a1(z—l)+a2(z—1)2+ ... (щ, a2,...— коэффициенты). Ищем F(z) 
в виде F(z) =.f’(l)+H1(z—l)v+/i(z), где Л, — постоянная, 7>шах(а, {}) 
(иначе Fa(i) или ЕД1) становятся неограниченными) и h(z~) содержит 
лишь степени (z—1) больше 1. Подставим F(z) в (5) и приравняем пока­
затели степени. Член ha(z) — /ia(l) (функция Aa(z) аналогична Fa(z)) 
разложим в ряд. Воспользуемся тем, что вблизи точки z=l

dx / dx
(1—яг)1_1[1п(г/ж) ]a J, (1—x)т[1п(г/ж) ]“

__ Y
(y-a)

Г(1—y+a)
r(l-a)

(l-z)7~a.

(6)

Приравнивание показателей степеней ведет к у=(1+а+р)/2=(1+А,)/2. 
Для определения Сп из (3) удобно деформировать контур с так, чтобы оп 
охватывал точку z=l и уходил в °° сверху и снизу вдоль положительной 
полуоси. Получаем

Сп ~ я-(3+л)/2, ф(г)~г-(5+эд/2, (7)
П»1

где <р (г) — распределение частиц сферической формулы по радиусу г. 
В силу условия Zg<const-exp(—g/go) особые точки Ф(г) расположены при 
| г| >1 и не влияют на результат. Легко убедиться, что (2) выполнено, 
т. е. форма стока не влияет на Сп, если |а—^|<1. Если в K(g, п) входит 
произведение if (g) if (re), то

Cn~ [l/if(re)]re-(3+W2. ф(г) ~ {1/if [ (4/3) лрг3]}г_(5+зц/2, (8
n^>i

где p — плотность частиц.
Величины 64=1—X>0 и e2=l— |a—[}| могут быть сколь угодно малыми, 

так что (8) имеет смысл и при Х=1 или (и) ) а—£ | =1.
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При K=i можно найти все Сп (п=1, 2,...) из Cn=(l/n])'X(dnF/dzn) |z=0, 
так как F(z) находится из уравнения 2 Ф (z)+f2(z) —F(z)F(l) =0. Если 
источник дает только частицы единичной массы (Zg=p6gl, 6® — символ 
Кронекера, р — постоянная), то

С1=у2р/2, C\=y^2n-3)!!/2nn!^p7^-'h (9)
П->ое

со 

в согласии с (7) при Х=0. Легко показать, что N= S Сп=^2р (Д^ —кон- 
71 = 1 

центрация).
Попытаемся найти степенную асимптотику С„, учитывая только взаи­

модействия крупных частиц с мелкими. Из (1) для g.,-^g<G находим
в— 1 ~

Cg= */2 У, К (g-n, п) Cg-nCn [ у, К (g, п) Сп ] ". (10)

71=1 П=1

Если существенны лишь члены с индексами n^g, то разложение в 
ряды при

[n/K(g, n)][dK(g, п)/дп] —>0, (n/Cg) (dCg/dg) —*0 (И)
g-fCO 2->оо

(п=1, 2 ... g/2) приводит к уравнению непрерывного роста частиц 

со

У^пСЛд/dg) [К (g,n) С g]=Q. (12)
n=l

Степенные функции Сп не допускают перехода от (10) к (12), так как 
для них не выполняются (11). Таким образом, для довольно широкого 
класса К, рассмотренного выше, стационарная коагуляция происходит при 
существенном взаимодействии частиц из широкого интервала размеров.

Рассмотрим формирование распределений по размерам частиц атмо­
сферных аэрозолей.

Коэффициент броуновской коагуляции в кинетическом режиме 
(Кп/а»1) равен (10, “)

-) ^+n'r(g-l+n~iyh, (13) 

где р — плотность частиц, а — вероятность слияния или слипания, Ки — 
число Кнудсена (Kn=Zr/(r1+r2), 1Т — относительный свободный пробег, г, 
п а — радиусы двух частиц. Согласно (“), lT=3DT!vr, где Dr=DL+Dz — ко­
эффициент относительной диффузии, vT — средний модуль относительной 
скорости в тепловом движении). Имеем Х=1/6, однако |а—р | =7/6>1. По­
этому в данном случае степенное распределение, не зависящее от формы 
функции стока, не формируется.

Коэффициент броуновской коагуляции в диффузионном режиме 
(Кп/а<С1) равен (i0):

‘н-т
^(g,«) = -F-(g,/2+^) (14)

от)

где 1] — вязкость среды. Имеем Х=0, и
ф2(г)~г~5/з. (15)

Коэффициент броуновской коагуляции в конвективно-диффузионном 
режиме (Кп/а<1, Rc<l, Ре>1, Stk<l) (12)

К3 (g, п) = 72 ла (#!/з r2/3> (I6) 
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где а —постоянная из стоксовой скорости падения частиц v(r)=arz; Re, 
Ре и Stk — числа Рейнольдса, Пекле и Стокса; Re=p(r1)r1/v, Ре=р(г1)г1/О2, 
Stk=z?(r1)T2/ri, где тт —радиус большей частицы (rj»r2), v — кинематиче-

ская вязкость, т2= 
=2рг22/9г]. Из (8) на­
ходим

<Рз(г)~г-’Ч (17)

Коэффициент грави­
тационной коагуляции, 
взятый в упрощенной 
форме, равен (13)

7r4—const (g+n). (18)

Имеем Л=1 и 

ф4(г)~г-4. (19)

Найдем пределы при­
менимости формул (15), 
(17) и (19). На рпс. 1 
показаны изолинии Кп= 
=1, Re=l, Ре=1, 10, 
100 и 1000, Stk=l (в ко­
ординатах /т, г2) для 
различных высот над 
уровнем моря (0 и 10 км 
в стандартной атмосфе­
ре) (14), Для частиц

плотностью р=1 гсм~3 (сплошные линии) и 3 гем-3 (пунктир). Показаны 
также изолинии Кг=К^ и К-.=К, (линия АА'). В последнем случае К4 — 
аэродинамический коэффициент коагуляции (15), более точный, чем (18). 
Однако из-за отсутствия необходимых данных удалось найти лишь 
точку (Л).

одну

Получение в теории стационарной коагуляции асимптотических сте­
пенных распределений с показателями степени (2,5—4,5), близкими к на­
блюдаемым величинам (2—6), может означать, что теория в основном вер­
но отражает существенные черты процесса формирования атмосферного 
аэрозоля. В дальнейшем следует учесть пространственную неоднородность, 
турбулентность атмосферы и др. факторы. Представляют значительный 
интерес новые измерения формы распределений частиц в широком диапа­
зоне размеров.
Центральная аэрологическая 
обсерватория
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