
Доклады Академии наук СССР
1975. Том 223, № 2

УДК 517.947.43 МАТЕМАТИКА

Н. В. МУЗЫЛЕВ

О РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИХ СВОЙСТВАХ МЕТОДА 
КВАЗИОБРАЩЕНИЯ

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 27 III 1975)

Принцип регуляризации А. Н. Тихонова (*,2) и его конкретные алго­
ритмы являются основанием для построения устойчивых приближений к 
решениям некорректно поставленных задач, к числу которых относится 
ряд задач управления. С другой стороны, для поиска управляющих функ­
ций в (3) предложен метод квазиобращения. Однако вопрос о том, можно 
ли его использовать для решения более широкого класса задач, т. е. явля­
ется ли он регуляризирующим алгоритмом, не выяснен. В данной работе 
на примере задачи, обратной к задаче Коши для уравнения теплопровод­
ности, показано, что для некоторых задач метод квазиобращения является 
регуляризирующим алгоритмом, попутно также установлены некоторые 
свойства других регуляризирующих алгоритмов.

В рассматриваемом случае метод квазиобращения позволяет решить 
следующую задачу: пусть известна функция й5(;г)е1,2; требуется найти 
такую функцию zs(x)^W2i, чтобы для решения и(х, t)^L2 задачи Коши

Ut=Uxx, —оо<Ж< + оот 0<1^7’,
, (1) 

u|(=0=z5U)

при t=T выполнялось неравенство ||u(a?, Т)—(ж) ||Ь2^б, где б>0 — на­
перед заданное число.

По методу квазиобращенпя в качестве zs(x) берется решение и(х, t) 
задачи

— оо<а:<+оо,
(2) 

и | (х)

при 1=0, где а выбирается по принципу невязки (4).
Регуляризирующие алгоритмы позволяют решать более сложную зада­

чу. Пусть известно, что для функции u(,x)^L2 существует единственная 
функция z(x)^W2n такая, что для решения и(х, t) задачи Коши

Ui = Uxx, —oo<^< + ooj 0<К7’,
(3) 

u\t=l>=z{x')

выполнено равенство и (ж, 7’)=й(ж), или же в операторной форме

Az=u. (4)

Пусть известной является не сама функция й(х), а некоторое ее прибли­
жение такое, что

||нв — Й||ь2^б.

Требуется определить приближение zt,{x)^W2n такое, что

Нлг, — Z !! при 6-^0. ■
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Покажем, что метод квазиобращения является регуляризирующим ал­
горитмом. Аналогично (5) введем функцию

(х) =F~l (ea2Tfa(<й) ■ (F£6) (®)), (5)
где F — оператор преобразования Фурье, а функция /а(со) определена при 
«е(0 °°), ое(—°° +°°) и удовлетворяет следующим требованиям:

1) 0</a(co)=Sl при всех ае(0 °°), ое(—°° +00);
2) существует такое I — неотрицательное целое число, что

■ы!е'"2т^са для всех а>0; (6)
3) fa (со) непрерывна по а, при почти всех и монотонно убывает 

по а и
М®)-->-1, /а(со)—►О.

а-* о а-*»
Рассмотрим функцию

р(а) = ||Az5a—й6||Ь2=|| (fa—1) •77wJL2.
Она обладает следующими свойствами:

1) является непрерывной и монотонно возрастающей;
2) р(а) -’-HwsiL при
3) р(а)-*О при а-*0.
Следовательно, для любого б, 0<б< ||He||L!, существует единственное 

решение уравнения
р(а)=б. (7)

Имеет место
Теорема 1.

||2б“—zl]w2'c *" О,
0-»0
а->о

где Zc=min {I, п}. В частности, а может быть выбрано как решение урав­
нения (7).

' Заметим, что независимое стремление к нулю сх и б возможно вследст­
вие того, что оператор А самосопряженный как оператор из L- в Ь2. Возь­
мем /а(со) =е_““‘г, тогда zlla(x') будет решением задачи (2) и, следова­
тельно, метод квазиобращения является регуляризирующим алгоритмом, 
причем 25С1(ж)еИ72г, где I сколь угодно велико, а значение параметра а мо­
жет быть выбрано по принципу невязки, т. е. из условия (7).

Теорема 1 позволяет также проводить анализ других регуляризирую- 
щих алгоритмов. Так, например, для метода регуляризации А. Н. Тихоно­
ва, в случае, когда сглаживающий функционал берется в виде Q[z] = ||z||L22, 
получаем

MwWl+ae2^)-1
и условия (6) выполнены при сколь угодно большом I. Следовательно, при 
условии, что z^W-A, алгоритм даст сходимость в W2n. Однако для его мо­
дификации, названной алгоритмом упрощенной регуляриза­
ции (6), получаем /а(о)) = (1+а(1+со2)е“2т)~1 и сходимость не может быть 
лучше, чем по норме W2. Для этой модификации теорема также показы­
вает возможность выбора а по невязке.

Полученные результаты легко переносятся па случай «-мерного про­
странства.

В заключение автор выражает благодарность акад. А. Н. Тихонову за 
внимание к работе и В. Б. Гласко за руководство работой.
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