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1. Постановка задачи и результат. Будем рассматривать 
мпогочастотную систему стандартного вида:

— =e/(Z,<p, е), -~^= ® (Z)+eg(Z, ф, е), (1)
at at

где е>0 — малый параметр, Z=(Z,.. .. , Z„,) T, ср=(сръ . . ., ср„)т, правые части 
2л-перподичны по всем ср, и аналитичны в некоторой области. Введем 
осредненную систему

2л 2л 
di _ с сe/o(Z),/o(Z) = (2л)-п J ...J f(I, ср, 0)<Zcpi... с/ср„. (2)

о о

Обозначим Z(i)^Z(Z, Z„, ср„, е), ср(7) — решение (1), Z(O)=Zo. ср(0) =ср0; 
I (0=1 (st, Zo) — решение (2), Z(O)=Zo. Решение 1(0 пазовом р-отклоияю- 
щимся, если па заданном интервале времени 0<£<ае-1, а>0, найдется мо­
мент t, в который ||Z(Z) — 1 (t) j|3sp. Следуя ('), введем множество 7Z(p, е) 
начальных условий р-отклопяютцихся решений п будем оценивать 
mes ZZ (р, е).

В (') рассмотрена общая система с быстрыми и медленными движения­
ми и показано, что lim mes ZZ (р, е)=0. Близкий вывод для гамильтоновых 

г ^0 
систем получен в (3).

В частном случае системы стандартного вида (1) оценки работы (*)  
можно провести явно и уточнить. При условиях, сформулированных ниже 
(п. 2) имеет место

* Оценка (3) содержательна при сгге,А<р<Сго *> где c22=c21!/3(mes 17)_г/з, U — 
исходное множество начальных условий.

Теорем а. Пусть c19s<p<c2!y'. Тогда
mes Я(р, е) <с21Уе/р3, (3)

где с,9, с20, с21 и далее с, — положительные постоянные *.
Замечание. Если непосредственно использовать для (1) оценки (“), 

то придем к mesZZ(p, е) <с,/р21 In е |. В (3) было указано, что эта оценка 
неэффективна, и в неопубликованной работе А. С. Пяртли для двухчастот- 
11ых систем вида (1) получена уже реальная оценка

mes ZZ(р, е) <с2Уе | In р 16/р5,

которая уточняется сформулированной теоремой.
2. Обозначения и п р с д и о л о ж е п и я. Пусть выполнены сле­

дующие предположения:
1°) Правые части (1) определены в ZX[0, е0], где

Z={(Z, ср): ZeG, |1тф,|=Со, Z—1,. .., и},

G^Rm — компактная область, о>0, 80>0.
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2°) /(Z, ср, 0) и 5/(Z, ф, О') [д! аналитичны по ф и непрерывны в Z.
3") При вещественных аргументах правые части (1) вещественны и 

непрерывно дифференцируемы.
4°) rang (dajdl) =п.
5°) Измеримое множество и числа а>0, р0>0 таковы, что при

/оеф и 0^ei<a решение f (ef, Л) определено и выполпепо неравенство 
d(I (eZ, Zo), dG) ^р0, где d — расстояние между множествами в Rm.

Обозначим
7’”={ф: 0^ф;=^2л, г=1,..., п}, и=ФХТп,

Н(р, е) ={(/„. Фо): (Zo, ф(,)еР, 0<Z<«s“1J|Z(Z)-Z(Z)|>p}.

Замечание. Можно показать, что вместо аналитичности в 2°) до­
статочно требовать существования в Re Z непрерывных производных по ф 
до (2п+1) порядка включительно.

При этих условиях справедлива оценка (3).
3. Доказательство теоремы. Следуя (4), представим

/(Дф,0)=/„+/\+Дл-,

А-= (Ад,...,/сп) — целочисленный вектор, ||/с|| = | Ад | + . . . +1 к„ |, (А, ф) =
=A:^j+ . . . +А„ф„. — коэффициенты Фурье функции /(Z, ф, 0). Для
любого 0<б<0.5 можно выбрать ZV=Ar(6) =с31 In б | так, чтобы было 
!|Z?a-|I<6.

Введем резопапспое множество

У=Е(х. 7V)={Z: | (A, <b(Z)) |sSxl|A||_n, 1^||АИА}, х>0.

Как известно (°), в предположении 4°) п. 2

mes У<с;х. (4)

Следуя (*),  введем для каждого решения временное резонансное мно­
жество

М=М (10, ф„. V, e)={Z: I(t, 10, ф0, a)eF, О^/^аеж1}

и обозначим для Z>0

U"=U"(l, V. е) ={(Z0, Фо): mes М>1г~1, (10, ф0)еП}, U' = U\U".

Лемма 1. Если ц=с18 (Z+6+ex_2+ex“2Z | In б | ”+‘) <0,5 рс, б<0,5, х<1, 
то при (10, ф0)еАу и решение I(Z) определено и выполнено
H(Z)-Z(Z) ||<Ц.

Лемма 2 (*).  При ц<0,5 ри выполнено

mes U " <Col~lmes V.

Выберем Z=6= (4с18) _1р, х= (4с18ер-1)Пусть с19е<р<с2о~‘, где с,9 и с33 
выберем достаточно большими, так что выполнено р<0,5 р0, б<0,5, х<1 и 
11 In б | ‘<1. Тогда удовлетворяются условия лемм 1, 2 и ц<р. В силу
леммы 1 будет |!/(Z)—Z(Z) ||<р при 0<Z<ae т. о. ZZ(p, e)^ZA". Тогда из 
леммы 2 и (4) следует

mes ZZ(р, е) Cmes U" <cic5l~ix

(измеримость ZZ(p, е) доказана в ('))• Подставляя сюда х и Z, получим 
mes Н (р, е) <с21 (е/р3) ‘2.

Замечай и е. Условие 4е) п. 2 использовалось только как достаточное 
условие для справедливости (4). Если 4°) по выполпепо, можно воспользо­
ваться другими условиями, в частности,

г I \ т / дещеог1 \ Д
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4. Доказательство леммы 1. Пусть (Zo, фо) е=4/г. Найдется т>( 
такое, что 10, ср0, е) определено при причем либо т=ае-1
либо т<а.8-1 и (Z(Z(t), dG) =О,25р0. Рассмотрим соответствующее этому ре 
шению множество М. Следуя (О, для любого й>0 введем М±—М^М, h 
е) — объединение всех сегментов длины не меньшей Ле-1, целиком входя 
щих в М. Число таких сегментов, очевидно, не превосходит lh~l.

Введем Л=[0, тЗХДД (черта обозначает замыкание); это множестве 
является объединением не более чем 1 сегментов, которые обозначил
[ocs, М.

p^lh,~'+l.
Il <5® 11Пусть ||-^-/|| <с6 в G. Выберем Л=0,5 с6'1хЛт“(’г+1)=с7~1х | In 61

Если теперь ieA, то либо t&M и тогда | (к, а> (I(t))) | >х|Ш|npi 
К||/c||sC2V, либо В последнем случае найдется t{^M, |Zt—<|<
</ге-1. Тогда

| (к, o(Z(0)) |>| (*,  и(/(С))) |-с6||А;Й^х||*||-"-0,5хЙ||Л'- (и+1)> 

5s0,5x||fc||~".

Следовательно, при t^X будет | (к, |>0,5x||Zf||_n. В частности, npi
t^X можно определить u(f) s=u(l(t), ф(0), где

Так как (4)

к(7,ф)=- У,

lsSIlftlJsSjV

Ш\ <Сге~°т, то

i(k, o(Z)) ‘

<СцХ'2.

Аналогично, если х<1, то

Следуя идее асимптотических методов (6), введем Т(t) =I(t)+su(t) 
Тогда

~ = e/(Z,<р, е) + (co+eg) + е2 —/=е/0(7)+е[/<,(/)- 
dt <7ф д1
-f0(Z+eu) ]+eZ?x+e2-|^g+e2-^-/+e[/(Z, ф, е) —/(Z, ф, 0) ]

оф al
(в дальнейшем 8, I, и б выбираются так, чтобы TeG). Поэтому при 
будет

dT
—- = е/о(7)+еф, 
dt

Тогда при
₽S

||7(Z) -7(0 ||<е'^“ [ ||7(as) -7(сс8) || Те J ||де] <

<ee13e(iSs-as) [ ||у _у ||+с12 (₽s—К8) (s2X_2 + e6) ] .
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Так как ||Z(Z) — I (t) |i =eПгг[[<c9gec'3S(?s-t2s’<ec‘3a, то получим оценку

\\I(t) —I (Z) ||<ec‘3£(iis“as) • \\I(ad) — I (aa) ||+c14sz *+

+c15(|Ja—as) (e2z 2+e6). (5)

В частности, это верно при t=$s. 
Кроме того,

l|Z(as+1) — Z(a,+1) ||sS||Z(pE)— Z(^) ||+||Z(as+1) — Z(₽.) 11 +

+ ||Z (as+1) —Z(ps) ||.

Примем, для определенности, что cti=O, |3Р=т. Тогда

(6)

р-1
^l!Z(as+1)-Z(^)

s = i

(7)
р-1
]TllZ(ai+1)-Z(^)ll<cieZ.

s«=l

Последовательно применяя (5) при £=[}„ (6) и учитывая (7), найдем, 
что при

IIZ(Z) -Z(Z)H<ec,!‘I с14ех~'+с15 (e2z~2+e6) (0„—as) +
S = 1

ex 1+c15a(6+ex 2)+2ci6Z],

или
]|Z(Z)—I (t) |j<cl8(Z+6+ex 2+ex 2Z| In 61n+1) =p. (8)

По условию леммы ц<О,5ро. Поэтому при Z=t получим

cZ(Z(t), 5G)>(Z(Z(t), dG)-||Z(t)-Z(t) ||>po-H>po-O,5p0>0,25p0.

Поэтому т=ае_ 1 и оценка (8) справедлива при OsSZ^ae-1.
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