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Пусть В — банахово пространство и Ор В — алгебра ограниченных ли­
нейных операторов, действующих в В. Предположим, что на В определен 
нелинейный оператор §1: В->-Ор В, обладающий следующими свойствами: 
(I) существуют такие е>0 и D: |D| <<», что при всех т<=(0, е] для любого 
феВ выполнена оценка Цехр г21(ф)т||в^вя£ехр2>т; (II) ЗА (A)eC(R1) : 
||51(ф) 1!в->в^Л(||ф||в); (III) ЯС(А, p)eC(R‘XR1): ИШ)Нв^ 

(il Ф1Ив, НфгНв) ||ф1— фг||в.
Пусть далее K(t) — квазиограниченная непрерывная полугруппа опе­

раторов, действующих в В:
Х(0°Х(т)=А(Я-т); ||Х(7) Цв^в exp pi; 11тЛ'(т)ф=ф УфеВ.

ч°
Для ц,=В положим фя(0)=и(| и рассмотрим последовательность функций 
(см. С,2))

фИ^1/) =ф„(0 =Ty(tN-ll,u0) =
(1)

= [а(7У-‘). .^(iA-^expiiA-^^CW/))] «о; 1=1,2,..., N-, N=1,2,...

3=0

Формула (1) определяет последовательность нелинейных операторов 
det

{TN(t, •)}, действующих в В: фл-(7) =TN(t, u0). В соответствии с (*,2) бу­
дем говорить, что последовательность {TN(t, •)} определяет Т-отображение 
Т (i, •), если для любого «esB существует предел

det

lim TN(t, щ) =T(i, гг0).
2V~> со

Из формулы (1) и условия (I) немедленно следует оценка

Нфл-(/) ||в^||ио11вехр1(р+Д), (2)
обеспечивающая равномерную ограниченность последовательности {ф»0)} 
по N и I.

Лемма. Если выполнены условия (I) и (II), то функция ifw(Z) может 
быть представлена в виде

ф.у (Z) =K(tN~4) и0+О (A-1) +i У, tN-'K(iA-1 (Z-/-1)) °2t (ф„ (/)) фк (/).
j=0

(3) 
Доказательство. Поскольку последовательность (Z)} равномер­

но ограничена, то {51 (if>N (Z)}—равномерно ограниченная последователь­
ность операторов. Следовательно,

exp itN-'W (ф„ (Z)) =l+iiA-!5I (фя (Z)) +(9 (А~2), (4)

где |Ю(А-2) IfB^B^CA-2, а постоянная С не зависит от I и N.
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Систематически используя (1) и (4), получаем

tv (Z) =К (tN~l) ipN (Z— 1) + itN~lK(tN~1) °9l (tv (I-1)) 1|5Д. (I-1) +0 (N~2),
K(tN~l) tv (Z-l) =K(2tN~1) ipw(Z-2) +

+itN~lK(2tN~l) °9l (1—2)) tv (1—2) +0 (N~2),

К (tN~l (I-1)) (1) =K (tN-Ч) (0) +
+iiN~lK(tN~ll) °9l(tv (0)) 1|?Л-(0) +O'(N-2).

Сумма левых и правых частей этих формул дает (3). Лемма доказана.
Заметим, что, располагая априорно ограниченной последовательностью 

{i]3jv(Z)}, мы не делаем никаких предположений о равномерной ограничен­
ности операторов §1 (ф).

Теорема. Если выполнены условия (I) —(III), то существует ^-ото­
бражение T(Z, ■): В-*В, определяемое последовательностью (1). Для лю­
бого «;,еВ функция T(Z, и0) непрерывна по параметру t.

Доказательство. Достаточно доказать, что последовательность 
{ipw(Z)} фундаментальна в В, а предельная функция непрерывна по t.

Пусть m=m (N) и l^Z^ZV. Убедимся, что если mZV_1->0 при 
Л'-^-оо, то

|ltv(Z+/n) — lp.v(Z) ||в-*0 
равномерно по Z.

В самом деле, из формулы (3) имеем

■фЛ- (Z+m) —tv (I) =К(tN~ll) (К(tN-'m) иа—и0) +0 (У-1) +
m—1

+z ^tN-lK (°9l (tv (/)) (/) +

(5)

Е“Н tN~'K ((l-j—^tN-1) ° (91 (tv (j+m)) (j+m) -91 (if>N (/)) -i[\v (/)).

На любом конечном отрезке оператор K(t) равномерно ограничен и 
||A^(Z2V“177z)m0—и0||в=ел-->0 при N~lm-+0. Поэтому из (II) и (5) получаем 
рекуррентную систему неравенств

ад(0)«£сек,

ая(Z) =Cc Еу+т(N)N_i + J1,tN-'a^j) j, 1=1,2,... ,N,

3=0

где aN (j)=\\tyN(j+m(N)) —tv(/) ||в. Отсюда мы заключаем

(6)

где ^w=c[8s+7n(A7)ZV_1] expctZ, а с и щ — некоторые постоянные. Посколь­
ку при то aN(l) ->0 равномерно по I.

Фундаментальность последовательности (tv(Z)} доказывается анало­
гично. Достаточно проверить, что при М, N-+°°

IH|‘.V (Z) IpMW (Z) ||в-*"0.

Обозначим N>=MN. Как нетрудно видеть,

Теперь из (6) имеем
tv. Ж~1) =tv. ([l/M ]У-‘) +O (Yn) .
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Поэтому

г-1
+i £ tN~lK(tN~l (Z-/-1)) (iN, (/У"1)) фгу. (/У-1) ■

j=0

Отсюда получаем рекуррентную систему оценок для нормы разности 
def

Ив =

<Lm,n (0)
i-i

а.м _y(Z) s£a.v+Ci N~laMiN(j), 1=1, 2,...,N,J=o
где aN=O(yN). Отсюда следует равномерная по I оценка:

Ям, n (Z) exp (J it,
обеспечивающая фундаментальность последовательности {ip«(Z)}- Непре­
рывность предельной функции следует из оценки (6). Теорема доказана.

Следствие. Предельная функция является ограниченным в В реше­
нием интегрального уравнения 

t
ip(Z) =К (Z) ua+i У dxK(t—т) °§1(гр(т) )г|з(т).

о
Доказательство. Заметим, что из сходимости последовательности 

{^iN(ktN~1)} при ktN~'-+T к непрерывной функции 1р(т) следует сходимость 
римановых сумм к интегралу в смысле Римана от непрерывной функции со 
значениями в банаховом пространстве В:

Иш У, tN-lK(tN-1 (У-/-1)) °9l (zy-1/)) 4* (zy_7) =

00 J=0

(7)

Л’-

I
= J dxK{t—т)о21(1р(т))1|5(т).

о

Совершая теперь предельный переход в правой и левой частях формулы (3) 
при Лт-*°о, получим (7). Утверждение доказано.

Если ZS) — производящий оператор полугруппы К (Z), то, дифференцируя 
правую и левую части (7) по t, получаем следующую задачу Коши для 
функции "ф (0:

1 d
-------- ip(i)=S5(Z)i|)(Z)+9l(ip(Z))i|?(Z), 'ФСО 1:=о=Мо.

i dt
Рассмотрим банахово пространство В=2’2,(R”), состоящее из векто­

ров ф1 (ж) — (i|?t (ж),..., ip™ (ж)) с конечной нормой
m _

2

(8)

,„(Rn)

7=1 Rn

Сопоставим вектору ф(ж) эрмитову матрицу 31(ф) = ||к1;; (ф) ||:
т

+ J dy ai/(x-y')\^l(y') I2,

1 = 1 Rn
где и — непрерывные ограниченные функции, удовлетворяю­
щие условиям, обеспечивающим эрмитовость матрицы : а,,'=а,7, иц=Сц. 
В качестве функций А, С и D из условий (I) —(III) можно принять

А (X) =т(и+ак2), С(Х, ц) =nwzV2(V+|i2), 0=0,
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где
i?=maxsup|zAj(;r) |, a=rnax sup.ia./'U) I-

i, j x it j, fe x

Пусть далее K(t) — унитарная непрерывная группа операторов, дейст­
вующих в J?2, m(R") и определяемая из условий

где I — единичная матрица размера тХт, а через А обозначена диагональ­
ная матрица размера тХт, диагональными элементами которой являются 
операторы Лапласа в R".

Из доказанной выше теоремы следует существование в m(R") преде­
ла последовательности функций ф,у (Z, х), определенных соотношениями (3), 
(8), причем предельная функция является ограниченным решением зада­
чи Коши

id 1
- (t, х) = — Аф (Z, х) +21(ф(£, х) )ф(£, х'),

(9) 
ф(£, х) |(=о=М^)

для уравнения типа Хартри.
Следуя (*, 2), будем называть псевдодифференциальный оператор
1 а

S(р, х, t, т) инфинитезимальным оператором задачи Коши

1 дф(£, х)
i dt

Нор (Z, ф) ф (t, х), ф(4, х) I иа(х),

если
12 12 12

х) =limS(p, х, t,6)aS(p,x,t—6, 6) ° ... х, t—(N—1)6, 6)гг0(я), 
Лг->оо

где 8=tN~'. Инфинитезимальные операторы задачи Коши для уравнения 
Шредингера легко вычислить, исходя из результатов (3_5). Если матрица 
(8) диагональная, Vn(x) =V(ж), щДх) =0, и аф(ж) =а(ж) при /=тЧ, то задача 
Коши (9) является задачей Коши для уравнения Хартри. На основании 
формулы (3) и доказанной выше теоремы нетрудно вычислить символ ин­
финитезимального оператора этой задачи: S(p, х, t, т) — диагональная 
матрица размера тХт, ее /-й диагональный элемент

Sj(p,x, t, T)=expir|-y-----У(ж) + JT J dya(x-y) |фг(z/, i-т) I2). (10)

Rn

Формула (10) показывает, что в нелинейных коэффициентах уравнения 
Хартри можно использовать «запаздывающие» значения функции со­
стояния.
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