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С. 3. Беленький и Е. С. Фрадкин построили теорию турбулентного 
перемешивания для разноплотных сред, находящихся в поле силы тя­
жести. Основное отличие предлагаемой ниже теории от теории Беленького 
п Фрадкина — в осреднении характерной турбулентной скорости по об­
ласти перемешивания. Этот способ эквивалентен новой теории Прандтля 
для перемешивания, возникающего из-за разрыва скоростей (танген­
циальное перемешивание). Новый подход позволяет получить в аналити­
ческом виде решение задачи о перемешивании двух несжимаемых жид­
костей в полной постановке с учетом изменения кинетической энергии 
турбулентного движения во времени. В работе проведено сравнение пред­
лагаемой теории с известной. Показано, что различие в распределении 
плотности получается незначительным и зависит от величины начального 
перепада.

1. Граница двух сред разной плотности при ускорении, направленном 
от менее плотной среды к более плотной, неустойчива и подвержена тур­
булентному перемешиванию. Беленький и Фрадкин (*) построили теорию 
турбулентного перемешивания, введя по аналогии с гидродинамической 
теорией жидкости при наличии диффузии турбулентный диффузионный 
поток. Они рассмотрели изотермический случай, когда температура не за­
висит от пространственной координаты. В (1 2) в рамках той же теории 
дополнительно введен турбулентный тепловой поток, благодаря чему снято 
ограничение на изотермичность.

1 бргг ру3
— —— + v-----   =
2 dt I

(1,4)

где р — плотность смеси, g=—dP/pdr — ускорение, а — скорость звука, св— 
частота нарастания коротковолновых возмущений, полученная при иссле­
довании на устойчивость произвольного одномерного течения. Выражение 
для ш содержится в работе (3) в предположении изотермичности. Приво­
димая здесь частота получена автором совместно с Е. Г. Гамалием и 
Л. И. Шибаршовым в общем случае, без предположения об изотермич-

Суть метода состоит в выводе выражения для коэффициента турбулент­
ной диффузии (теплопроводности)

(1,1) 

где I — характерная турбулентная длина, связанная с шириной области 
перемешивания эмпирической постоянной а:

/=а£, (1,2)

a v — некоторая характерная турбулентная скорость. Для v на основании 
энергетических соображений можно получить уравнения (*)

plvai2; (1,3)
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пости. В рассматриваемом ниже случае несжимаемой жидкости оба выра­
жения для со совпадают, так как при этом скорость звука а = °°, поэтому

dinp
dr

(1,4a)

В энергетическом уравнении (1,3) содержится постоянная v, зиачеппе 
которой, в отличие от работы (*), мы будем считать неизвестным, как и 
значение а в (1,2). Обе постоянные нужно определять из опыта. Если в 
последнем выражении правая часть получается отрицательной, то движе­
ние устойчиво и частота со полагается равной нулю.

Очевидно, турбулентная скорость из уравнения (1,3) получится зави­
сящей от времени t и пространственной координаты г, тогда как длина I 
зависит только от времени. По аналогии с новой теорией Прандтля для 
тангенциального перемешивания (4), уравнение (1,3) можно осреднить по 
области перемешивания следующим образом. Положим, что турбулентная 
скорость v не зависит от пространственной переменной г и является толь­
ко функцией времени t. Возьмем интеграл по области перемешивания L 
от равенства (1,3) :

1 д v2 v3
— —— + v — = 1иы2:
2 dt I

М dv1 2 v2 с др v3 с
--------- - + — —dr+vM— = lv I рю dr- (*) 
2 dt----- 2 J dt I J

здесь через M обозначена масса перемешанного вещества,

М = J р dr.

Если учесть уравнение для плотности (2,1), то второй член в левой 
части соотношения (*), очевидно, будет равен нулю. После деления на М
получим

(1,5)

$ ры2 dr
_ (Pi°—Рг0) 
g------------ (1-6)

М

где g — некоторое среднее ускорение в области перемешивания, a pt° и 
р2° — значения плотности на фронте. Как будет показано ниже, в этом слу­
чае, в отличие от (‘), фронт перемешивания отсутствует, а получаемое 
решение экспоненциально стремится к граничным данным. Поэтому за 
ширину перемешивания примем, например, расстояние между точками, 
в которых безразмерная плотность

Р1~Рг

принимает значения 0,1 и 0,9.
2. Рассмотрим автомодельную задачу о перемешивании двух несжи­

маемых жидкостей с начальной плотностью pt и р2. Как известно (‘), 
в этом случае наряду с (1,5) нужно проинтегрировать уравнение

dt dr dr '
(2,1)

Поскольку коэффициент турбулентной диффузии D зависит только от 
времени, то, вводя новую переменную т:

dx—D dt, (2,2)
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получим
Р1+Рг , Р‘ Рг . Т

Р = —5—' + '—:

здесь Ф(р) — интеграл вероятности.
Решение (2,3) асимптотически при г-> + со и г^<—°° стремится соот­

ветственно к pi и р2.
Выведем формулу для ширины L. Подставим (2,3) в (1,7) и получим 

б=72(1+ф). (2,4)
При 6=0,1 и 6=0,9 имеем Ф (т]0) = — Ф (—т]о) =0,8; ро=О,9О6.

Область перемешивания 
части и равна

(2-3)

точкой ту-'-С) разделяется на две одинаковые

(2.5)7=4рот'/!.

фронте перемешивания pi0—р2° выразитсяРазность плотностей на 
через начальные плотности:

р 1°-р2°=0,8 (р1--р2). (2,6)
турбулентной скорости (1,5) с учетом (1,6), (2,2) пУравнение для 

(2,6) примет вид
1 dv2 уп2 _ i g pi-p2
2 dx a2L2 ' L р,+р2

(2,7)

здесь использовано равенство

&

Уравнение (2,7) интегрируется:

(2.8)

Пусть ускорение постоянно в течение некоторого времени 
мгновенно выключается при i>i0: g=0. В этом случае

Р?о-1,6(Р1-Р2)
;2 = По(1 + Ю (pi+рг)

^g0-i,6(pi—р2) ./. / .
По (1 + 0) (Р1+р2) \ То /

“2К „ 1,6 (р-р2) ,2
л>о 5о :------- f1+p Pl+P2

1 1 + 0 Р1+р2 \ П t0 /

т'/г =

(2,9)

(2.10)

, , Pi+p2 \ п t0
тг=20/(1+20).

Следовательно, учет в уравнении баланса энергии (1,5) изменения ки­
нетической энергии турбулентного движения приводит к тому, что при 
постоянном ускорении ширина области перемешивания, как и ранее в (’), 
развивается со временем по квадратичному закону. После выключения 
ускорения перемешивание продолжается по инерции со степенью п:

02 1,6(Р1-р2)
р,+Рг “• ,<-

V 1 + 0 Р1 + р2 \ П t0 /

L = (2,11)

to
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Степень затухания ширины области, охваченной турбулентностью, вы­
ражается через эмпирические постоянные а и v:

8а2т]02
v+8oc2t]02

(2,12)

3. Предлагаемая теория дает другое распределение плотности. Разли­
чие продемонстрировано на рис. 1, где изображен безразмерный профиль 
плотности 6. Переменная г] в профилях 6 пз (4) выбрана таким образом, 
чтобы значение б при р/'Г]0,1=—1 было одним и тем же и равнялось 0,1.

Рис. 2. 11=11, и т] = —т]2 — соответственно правая п левая границы области переме­
шивания из (*), 11=До.1, До.э — точки, в которых 6(т]о,1) =0,1 и 6(т]о,э)=О,9

Рис. 1 Рис. 2
Рис. 1. Безразмерный профиль плотности б. 1, 2 — теория (*), 3 — предлагаемая тео­
рия. 7 —р,/р2=2; 2 — р1/р2 = 20. Функция 6=0 при ц/т)0=—2,06 (7); —2,53 (2); —

(3) и 6=1 при т]/т]о = 1,86 (7); 1,70 (2); +°° (3)

Анализ решений из (*) показывает, что при перепаде плотностей 
рррг-*-00 ширина перемешанной зоны неограниченно растет, но так, что 
вправо от точки т]=0 она конечна и щ-*-1,60, тогда как влево щ-*-00 (см. 
рис. 2). Безразмерная плотность для р,/р2=100 графически совпадает 
с плотностью для р,/р2=20 на рис. 1.

Следовательно, новая теория дает профиль безразмерной плотности, хо­
рошо совпадающий с профилем из (*) в основной области перемешивания. 
Отличие получается на концах этой области: разные законы прилегания 
плотности к краевым условиям.

В заключение приношу глубокую благодарность Л. И. Шибаршову, по­
стоянные дискуссии с которым были для меня весьма полезны. Я также 
признателен В. Г. Яковлеву, выполнившему численное интегрирование 
уравнения пз (*) для построения рис. 1 и 2.

Поступило 
13 III1974
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