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1. В 1947 г. Л. Шварц в связи с построением теории функций, перио­
дических в среднем, рассмотрел следующую задачу спектрального син­
теза:

Пусть J — инвариантное относительно дифференцирования (или сдви­
га) замкнутое подпространство пространства целых функций одной ком­
плексной переменной z с топологией равномерной сходимости на каждом 
компакте. Совпадает ли J с замыканием линейной оболочки функций вида 
zk exp (iz, содержащихся в J? Л. Шварц получил положительный ответ па 
этот вопрос (*)  .

* А также над кольцом целых функций минимального типа при порядке р.

Аналогичная задача может быть естественно поставлена для произволь­
ного пространства аналитических функций, инвариантного относительно 
обычного или обобщенного дифференцирования. В работах (2_5) получено 
ее решение для ряда топологических пространств, сопряженные с которы­
ми наделены структурой топологической алгебры. В работах (6) проблема 
Л. Шварца решена для пространства функций, голоморфных в выпуклой 
области й с топологией равномерной сходимости па внутренних ком­
пактах.

В настоящей заметке, примыкающей к (7), исследуется возможность 
спектрального синтеза в пространствах аналитических функционалов, опи­
сание которых воспроизводится в II. 2.

2. Пусть функция Я(0) тригонометрически выпукла (8) при заданном 
порядке р>0 и принимает значения в (— °°, °°]. Обозначим через УИ(Н) 
.множество функций того же класса, удовлетворяющих неравенству 
Л(О)<Я(0). Предположим, что функция Я(0) непрерывна на каждом 
замкнутом интервале, где она конечна и 9Л(Я)+0. Каждая функция 
/гЕЗЭТ(Я) определяет банахово пространство целых функций 3~h, для кото­
рых конечна норма

||ф1Ь,== sup |ф(ге'е) |ехр [—Я(0)гр],
г, й

Индуктивный предел семейства обозначим через SF и положим

В пространстве -Т непрерывно действует оператор А умножения на не­
зависимую переменную, а в <F — сопряженный оператор Z)=A*.  Очевидно, 
F является топологическим модулем над кольцом полиномов *.

Если Я(0)>О, то ST с помощью обобщенного преобразования Бореля 
по функции Миттаг — Леффлера Яр(ц; 1); 1) можно реализовать как про­
странство A (й) функций, аналитических в p-выпуклой области Й, для 
которой Я(—0) является р-опорной функцией (9). При такой реализации 
D оказывается оператором обобщенного дифференцирования Гельфопда — 
Леонтьева (10) по функции Яр (р; 1):

с(£'* г‘ЬЁ'* г(4+1)г"(чг+1)!‘л ,Ё№Л<Й>- <•>

который отображает А (Й) в себя.
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Если р—1, то Q является плоской выпуклой областью *,  £,Р(р;1) = 
=схр р и D=didz. В этом случае излагаемые ниже результаты эквивалент­
ны ’результатам, которые были ранее получены И. Ф. Красичковым-Тер- 
новским (6а' б).

* Требование Н>0 при р=1 можно опустить.
** Здесь и всюду в дальнейшем инвариантное относительно оператора D.

3. Лемма 1. Пусть о— некоторая система пар чисел {р, к}, где цеС1 
и /с>0 целое, и пусть

1„= Г! {фе.Е: ф(р) =.. .=<р(,1) (р) =0}.
(ц. Л)=(У

Для каждой функции фе70, ф^О, плотна в 1В система функций {-^ф}, 

где (р, q) пробегает все такие пары многочленов, что ц^1а.

Это утверждение обобщает соответствующий результат работы (6а), где 
оп установлен для р = 1.

При исследовании инвариантных подпространств оператора D оказы­
вается полезным следующее описание топологии пространства ТП.

Лемма 2. Пусть Л(Н) —класс всех функций zeC1, обла­
дающих свойствами:

I ) infm(z)>0 для любого компакта KcxQ,1-,
zeK

2) lim m~l(re'*)  exp (/j(0)rp) =0 равномерно no 9 при h^St(H).

Тогда множества

E,. == |ф(ге<0) |^m(re,e)}, теЛ(Н),

образуют базис окрестностей нуля в Л
Отметим, что указанное свойство топологии пространства по духу 

соответствует наличию аналитической равномерной структуры (HH-struc- 
ture) Эренпрайса (") и при р=1 получено в (8а).

4. Для каждого реС1 и целого /с^О определим вектор равен­
ством

1
<6/, ф>=—-ф(4)(р), фЕ^Г.

/с!

Нетрудно проверить, что система {б/}^=о образует полную корневую це­
почку оператора D при собственном числе р. Если J(-cT') —инвариантное 
подпространство ** и б/eJ, то б/е/ для r=0, 1,..., к и найдется такое це­
лое число р>к. что 6/^7. Это обстоятельство делает естественным сле­
дующее

Определение. Спектром инвариантного подпро­
странства J называется множество пар чисел {р, к}, цеС'. целое, 
для которых 6/eJ, но б <£J.

Инвариантное подпространство, спектр которого состоит из одной пары 
(р, к), будем называть одноточечным.

Двойственным объектом для инвариантного подпространства J являет­
ся его аннуляторпый подмодуль/±={ф<Е^“: </, ф>=0, I—J}.

Теорема 1. Для того чтобы инвариантное подпространство допуска­
ло спектральный синтез, необходимо и достаточно, чтобы его аннулятор- 
ный подмодуль совпадал с пересечением всех одноточечных подмодулей, 
его содержащих. ■ :
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Этот результат мы получаем с помощью теоремы 3 из (7"), которая опи­
сывает корневой линеал оператора £ф, определяемого на гиперплоскости 
</, ф>=0, ф—равенством L^=Df. При этом используется следующее 
утверждение.

Л е м м а 3. Для того чтобы инвариантное подпространство J допуска­
ло спектральный синтез, необходимо, чтобы при каждой, и достаточно, что­
бы при какой-нибудь одной функции фе/х, оно было инвариантным отно­
сительно резольвенты R(p, ЁД —ц)-1.

Теорема 2. Каждое из следующих условий достаточно для того, 
чтобы инвариантное подпространство J допускало спектральный синтез:

1) аннуляторный подмодуль J1- имеет одну образующую',
2) существует функция индикатор которой неположителен во

всех точках 0е[0, 2л], в которых функция /7(0) конечна.
Первое из этих условий выполняется, если J является пространством 

решений однородного уравнения типа свертки (7“). Для выполнения вто­
рого условия достаточно, чтобы подпространство Jx содержало нетриви­
альную функцию нулевого типа. Нетрудно показать, что второе условие 
выполняется и в том случае, когда ST является топологической алгеброй.

Теорема 3. Если функция 7/(0) неограничена и такова, что длина 
каждого максимального интервала, на котором она принимает конечные 
значения, не превосходит л/р, то каждое инвариантное подпространство 
j cpp допускает спектральный синтез.

Для доказательства теоремы 3 мы выбираем точку ц^С1 и функцию 
<fe/x так, что ф(ц)=1. В условиях теоремы удается для любых функций 

и птм.ЛДГ) так подобрать полиномы р, q и функцию <ы=.Л', что для 
(рср+дф) будет и </?(ц, £Ф)/, ф> = </?(ц, Lv)f. £> при каждом

/е/. По лемме 2 отсюда следует <7?(щ Вф)/, ф>=0. Таким образом, 
7?(|i, и требуемое утверждение получается из леммы 3.

5. В заключение отметим одну аналитическую реализацию изложенной 
теории.

Теорема 4. Пусть 0<р^1, Q—^-выпуклая область, содержащая на­
чало, и пусть A (Q) — пространство функций, аналитических в Q с тополо­
гией равномерной сходимости на внутренних компактах. Для того чтобы 
всякое замкнутое подпространство /с:Л(й), инвариантное относительно 
оператора дифференцирования Гелъфонда — Леонтьева (*),  совпадало 
с замыканием линейной оболочки функций 1), сЕДзр; 1) и т. д.,
цеС1, содержащихся в J, необходимо и достаточно, чтобы область Q была 
неограниченной.

Достаточность условий теоремы получается из теоремы 3 с по­
мощью обобщенного преобразования Бореля. Доказательство и е о б х о д и- 
мости использует соответствующую конструкцию из работы (6в). Эта 
же конструкция позволяет при любом р>1 и О<Я(0)<°° строить инва­
риантные подпространства с пустым спектром.
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