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Известно, что наследственно сепарабельный бикомпакт не обязан иметь 
счетную базу. Оказывается, однако, что счетной л-базой обладает всякий 
наследственно сепарабельный бикомпакт (следствие 2). Этот результат — 
следствие более общего: теснота всякого бикомпакта есть его наследствен­
ный л-характер (теорема 1).

П о н я т и я. Семейство & открытых в X множеств называется л-б а з о й 
множества А^Х в X (5), если для всякого открытого вХ множества 
Е^А существует непустое В^Х> такое, что B^U. Если, кроме того, А<= 
'-['и(ВёЕ($: В<=[/}] для всякого открытого П^А, то Я — хл-база А вХ (”). 
(Ясно, что при одноточечном А = (х) всякая л-база точки х в X будет и 
«л-базой х в X.) Семейство (S называется А-б а з о й А в X, если 
= {В^И!: [В] =>А} — л-база А в X. Если теперь A-база А в X и 
[Л {77: =>А для всякого конечного подсемейства то & — 6-база
А в X *.  Напомним также, что семейство XI — л-база в X, если X — л-база 
х в X для всех х^Х (4).

* Концепция A-базы заимствована из (5). Если А={ж} одноточечно, а X регу­
лярно, то семейство Я — б-база в нашем смысле тогда и только тогда, когда {[/?]'- 

- мелкая 6-система А в X в смысле (5) (см. по этому поводу (10)).

Обозначения. Пусть А<=Х. Тогда [А ] T=U {[М ]: А=>М, |Л£|=^т}, 
7(Х)=ппп{т: [А]Т=[А] для всех А<=Х} — теснота X (3), л%(А, X) = 
=min{|^|: X — л-база А в X} — л-характер А в X (5). Аналогично опреде­
ляются sn%(A, X) — «л-характер и 6% (А, X) — 6-характер А в X. Как всегда, 
sup{nx(a:, X): х^Х} =л%(Х) — л-характер X и fe(X), %(Х) и г|;(Х) — высо­
та (2а), характер и псевдо-характер пространства X соответственно. Поло­
жим л%(Х) =зир{лх(У): УсХ}. (Яспо, что л/ДХ) =5пр{лх(^, X): т=Х}, 
где лх(х, X) =зир{лх(ж, У): хеУсХ}). Аналогично, «(X) — наследствен­
ная плотность и лмДХ) — наследственный л-вес пространства X.

Пусть теперь S — семейство пространств и для всякого Уe<F определено 
отображение /г: Х->У. Тогда отображение А{/У: Y<^$}=f: Х->-П{У: Уе<7}. 
называемое диагональным произведением семейства отобра­
жений {fY: У ее?}, определяется формулой f(x)={fY(x): У^А) для всех 
.zeAz. Через I (или через где а — ординал) обозначаем обычный отрезок 
[О, 1], через Q(a) — пространство ординалов, меньших а (с порядковой 
топологией). Для всякого ординала а' положим также 1а =П{/«: а<а'}. 
И, наконец, скажем, что отображение /: Х->-У неприводимо относи­
тельно множества АсХ, если /*( U) =7= А для всякого открытого в X 
множества IJtoA. Напомним, что f*  (U) = {y^Y: (у) CU} (4), и отображе­
ние / называется неприводимым, если f неприводимо относительно 
всякой точки х^Х.

Все отображения далее непрерывны. Особо отметим очевидное на
Утверждение 1. Пусть замкнутое отображение f: X—*-Y  неприво­

димо относительно /1<=Х и / — л-база в У. Тогда =
= {/-<( У) _• 1'еД} — л-база А в X и, следовательно, л%(А, X) ^лн’(У).

Предложение 1. Пусть X — бикомпакт, х^Х и n%(x, Х)>т. Тогда 
существует отображение f: Х->-Г такое, что f(X) Й(т+1).

Доказательство. Пусть f0=gi' Х-Ие/0 и для всех а<ос'<т уже 
определены/а: Х-*7 а=7 и (при а^О) ga=A{/6: ^<а}: Х->-/а=П{А: ₽<«}
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такие, что: a) /a(z)=l, б) gafa~l(0)=ga{X). Положим g«-=A{/a: а<а'}: 
Х->-1а'. Поскольку ю(1а’)<т, то по утверждению 1 существует открытое 
в X множество U^x такое, что ga*(U)  =Л. Ясно, что тогда отображение 
fa,: Х-*-1 а’, для которого fa'(x)=i и fa'(X\U)=0, отвечает (вместе с ga') 
условиям а), б). Положим /=Д{/а: а<т}: а<т}, и для всех
рСт обозначим через точку у={у(а): а<х}^Р такую, что р(а)=1 при 
а<Р и г/(а) =0 при Очевидно, что /(z) =1=ет и соответствие а-‘-‘-еа
устанавливает гомеоморфизм между С2(т+1) и Е={еа: а^т}. Остается про­
верить, что в силу построения и бикомпактности X множество E<^f(fX).

Теорема 1. Пусть X — бикомпакт. Тогда t(X) =л%(Х).
Доказательство. Очевидно, что ^(Z)^n%(Z) для всякого про­

странства Z. С другой стороны, если x^Fr~X, F замкнуто в X и л%(ж, F) =т, 
то в силу предложения 1 существует бикомпакт Нс=Е и отображение / та­
кое что f(H) =Q(t+1). Но поскольку / факторно, то t(Я) 5^(Q(r+l)) =т (3) 
и, следовательно, t{X)^t{H)^x, откуда и получаем t(X) >sup{n%(;r, F): 
: x^F^X, F замкнуто в X}.

Следствие 1. Всякий бикомпакт со счетной теснотой имеет счетную 
л-базу в каждой точке.

Отметим, что следствие 1 — результат, новый уже в классе секвенциаль­
ных (и даже Фреше — Урысона) бикомпактов, что еще раз подтверждает 
исключительную полезность предложенного А. В. Архангельским понятия 
тесноты.

Утверждение 2. ли;(А)=л%(Х)-s(X).
Из очевидного утверждения 2 и теоремы 1 непосредственно следует
Теорема 2. Пусть X — бикомпакт. Тогда s(X)=nw(X).
Следствие 2. Всякое подпространство наследственно сепарабельно 

бикомпакта обладает счетной л-базой. .
Утверждение 3. Пусть Р={х<^Х'. л%(х, Х)^х}. Тогда [Р]х—Р.
Доказательство: Если z/е [А ] <=Х и — л-база х в X при х^А, 

то, очевидно, что ^=U {Y>x: х^А) — л-база у в X, откуда и вытекает требуе­
мое заключение.

Утверждение 4. Пусть аеА, z^K, if (а, А)Ж0, A\{z} — финально 
компактно и Y 'JCAA. Тогда, если {{z}\A[}K'X.{a})'=zY и для всякого е^А 
точка ze[{х<^К: (х, е)еУ}], то У\{(z, а)} не нормально.

В справедливости утверждения 4 нетрудно убедиться, а в случае У= 
=К~>\А доказательство можно просто извлечь из (12).

Предложение 2. Пусть X—бикомпакт и л%(х, Х)Ж0 для всех 
х^Х. Тогда существует отображение f: Х-+1Ш1, для которого f(X) не наслед­
ственно нормально.

Доказательство. Существует fo=gi'. Х-^1п. для которого /0(Х) = 
= [/о(А’)\{О}]эО (X бесконечно), и пусть для всех ос<а/<(о1 уже опреде­
лены отображения fa: X-^-Ia=I и (при &У=0) ga=A{/P: р<а}: Х^-1а такие, 
что: a) gn/a_1(0)=ga(.¥); б) [ga/a_1(l) ПВа]эО“={О«(^): (3<а}, где
О“(₽)=0 и Ра={у={у($)-. p<a}ega(X): р(р)=О при ^0 и р(0)У=0}.

Положим ga'=A{fa-. а<а/}'. а<а/}. Тогда в силу биком­
пактности X и условий а), б) Oa'^[Pa.'](=ga, (X), и в силу со­
вершенности ga' существует точка х е ga~l (Оа') такая, что Оа'^ 

(У) ПРа’] для всякого открытого в X множества V-a. Кроме того, су­
ществует и открытое в X множество U^x, для которого ga-*([7)  =Л, иначе 
по утверждению 1 л/(ж, А)^К0. Пусть теперь x^V<=[V]<=U. Тогда ото­
бражение /а': для которого /а-([У])=1 и fa’ (Х\ U) =0, отвечает
(вместе с ga') условиям а), б). Построенное таким образом отображение 
/=А{/а: «<(£>4 — искомое. Действительно, для всех 0<ЗС(щ обозначим 
через точку н={м(а): 0<7.<<у}еПК: 0<а<®4} такую, что и(а)=0 
при С/.--3 и и(а) =1 при а=р. Ясно, что тогда бикомпакт А = {аР: 0<^=Ссо,} 
(с единственной неизолированной точкой аш, в роли а) и компакт Я=/0(А) 
(с 0 в роли z) отвечают условиям утверждения 4. Остается проверить, что 
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л сипу построения и для Y=f(X) Л (КХА) условия утверждения 4 выполня­
ются, откуда и вытекает ие наследственная нормальность /(X)=F.

Из утверждения 3 и предложения 2 немедленно получаем:
Теорема 3. Пусть X — наследственно нормальный бикомпакт и Р— 

={х^х-. лХ(*,  -W»}- Тогда [Р]=Х и Р ~ сильно счетно компактно.

* Я/\у = {ВПС: В^Я. - структурное пересечение семейств Я и /. Опреде­
ление структурного пересечения (объединения) для произвольного числа семейств 
можно найти в (7“).

** Это утверждение — результат полезной для автора беседы с В. Поповым.

Заметим, что теоремы 1—3 не поддаются усилению ввиду построенного 
В. В. Федорчуком (и) наследственно сепарабельного наследственно нор­
мального бикомпакта Ф без точек со счетного А-базой.

Утверждение 5°. Пусть x^G<=X, — sn-база G в X и & —семей­
ство открытых в X множеств такое, что для всякого открытого в X множест­
ва Иэх существует Bv^&, для которого У—[Z?v-] Тогда

=$ /\f ~ л-база. х в X *.
Доказательство. Если V — открыто в X, х^у и П= [Ву ] Л (Х\Е), 

то по условиям nt~\G=A, и, следовательно, существует такое, что
Uf\H—A и Uf\Bv^=A (последнее возможно, поскольку У — хл-база G в X и 
BVC\G^A). Таким образом, V^UftBy^to и, следовательно, <S — л-база х в X.

Из утверждения 5° легко получаем
Утверждение 5. Пусть x^G^X. Тогда в каждом из случаев а), 

б) л/(ж, Х)<лХ(£, G) -sn^{G, X): а) X — Т^-пространство-, б) X — Т2-про- 
странство и G — бикомпакт.

Отметим, что теоремы 1—3 справедливы и для Т^-пространств точечно 
счетного типа, поскольку благодаря утверждению 5 теперь доказаны

Теорема У. Пусть Х—Т2-пространство. Тогда nX(X)^/i(X)i(X).
Теорема 3'. Пусть X — наследственно нормальное пространство. 

Тогда Х= [ {х^Х-. л%(х, X) < X о • Л (X)} ].
Положим Ln(r)=min{v: 2v>t}, VnX(X) =min{x: лХ(х, Х)<т для всех 

х^Х), Vc(X) =гтп{т: |2)|<т для всякого дискретного D^X}, Vd(X) = 
=тш{т: \D | <т для всякого замкнутого дискретного О"Х}.

Утверждение 6. Пусть гщ(Х)^т. Тогда \с(Х)=ЭЬн(т) и, кроме 
того-, а) если X нормально, то Vd(X)^Ln(x); б) если X наследственно нор­
мально, то Ус(Х)^Ьп(т).

Доказательство этого несложного утверждения можно найти 
в По поводу Lh(t), Vc(X), Vi(X) и GLH: «Ln(2T)=x+ для всех т», 
см. (7в).

Из предложения 1 нетрудно извлечь следующее обобщение теоремы 1.
Теорема I" . Пусть X—Т2-пространство точечно счетного типа. Т огда 

если yt(X)^x и т регулярен, то и УлХ(Х)^т.
Учитывая, что c(Q(t))=t, с помощью предложения 1 получаем также 

(в частности) повое доказательство неравенства £(Х)=^с(Х) (2б, 7а).
Теорема 1"'. Пусть X—Т ^-пространство точечно счетного типа. Тогда 

Уt(X) ^Ул%(Х) ^.Ус(X) и, следовательно, t(X) ^с(Х).
Теорема 4. Пусть X — наследственно нормальное пространство то­

чечно счетного типа. Тогда V£(X)=S)VnX(X)sSVc(X)s£Ln(2c<x>)=S2c(Jn и 
в предположении GLH i(X) =лХ(Х) ^с(Х) =с(Х).

Доказательство. В силу теоремы 3 из (7в) и теоремы 3 этой работы 
получаем (X) 'Я2г,х'л Но тогда по утверждению 6 Ус(Х) «SLn (2С(Х>), отку­
да в силу теоремы V" и вытекают требуемые неравенства.

Следствие 4. Если X — наследственно нормальный бикомпакт 
с условием Суслина, то л/(х, F)<Ln(c)<c для всех ТмХ и x^F, и t(x)-X 
'Я.г(Х)ЯЬУ в предположении LH.

Утверждение 7. Пусть X—бикомпакт, F замкнуто в X, V=X\F 
нормально и бесконечное множество N={xk-. /с<со0} дискретно и замкнуто 
в V. Тогда существует непустое IJczF такое, что бХ(Я, X)s£Xo **.
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Лемма 1 (AM). Пусть X — бикомпакт с условием Суслина, 6% (X, X) <с 
и V=X\F нормально. Тогда существует непустое H^F, для которого 
6% (Н, X) С К о и, следовательно, (X, X) «5 К 0.

Доказательство. F замкнуто в X (см. определение б-базы) и нигде 
не плотно (в противном случае доказательство тривиально). Пусть ^—6-ба­
за F в X, \$\ <с и ^={VC\B: B^Jffi}. В силу теоремы 3.4 из (6) (см. также 
(7б), теорема 1.1) существует счетное множество такое, что Sl"l£/=AA 
для всех Но тогда по лемме 1.1 из (6) существует замкнутое в V
дискретное (бесконечное) множество N^S, откуда в силу утверждения 7 
и следует требуемое заключение.

Теорема 5 (AM). Пусть X — наследственно нормальный бикомпакт 
с условием Суслина. Тогда л%(Х)^Х0, если s(X)<c, то s(X)sS 
Cnip(X)CX0.

Доказательство. В силу следствия 4 для всех х^Х существует
— л-база х в X такая, что |!ЙХ\ <С. Но по теореме 3.1 из (6) (см. также 

(7б), теорема 1.1) ^х=и{/я{: г<соо}, где — центрированное семейство 
для всех Положим Fx = П {[ U]: ПеУТ}, где /Х*=А®*/' х. Ясно, что
{Fx: i<(0o} — л-сеть (см. (7в)) х в X и &x,(Fx, Х)<С для всех г<со0, откуда 
в силу леммы 1 и получаем л/(ж, Х)^Х0. Если теперь s(X)<c, то и 
лю (X) —s(X) <с, и теорема 2.3 из (9) влечет s (X) X 0.

Следствие 5 (AM). Сепарабельный наследственно нормальный би­
компакт имеет счетный л-вес.

Повторяя рассуждение из (8), получаем следующее
Утверждение. Пусть л%(Х)^Х0 и х(Х)^т+. Тогда существует 

замкнутое F<=CX, для которого nw(F) =т+ и с(Х)=^с(Х).
Из последнего утверждения (при т=К0) и теоремы 5 вытекает
Теорема 6 (АМ+К !<с). Пусть X — наследственно нормальный би­

компакт с условием Суслина. Тогда лж(Х)<Х0.
В силу результатов из (е) или (7б) теоремы 5 и 6 справедливы и для 

более широких классов пространств, например, для пространств полных в 
смысле Чеха.
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