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Первые постановки задач об оценке сложности вычислений различного 
вида функций (умножение многозначных чисел, вычисление определите­
ля m-го порядка и т. д.) принадлежат А. Н. Колмогорову (1956 г.). 
В 1960 г. А. А. Карацуба на примере умножения многозначных чисел 
предложил общий метод решения задач об оценке сверху сложности вы­
числений широкого класса функций (опубликовано в (*)). Существо 
этого метода состоит в том, что вычисление функции от 2п-значного аргу­
мента сводится к вычислению небольшого числа функций от п-значного 
аргумента и далее применяется итеративный процесс (быстрый ите­
ративный метод). Обозначим через М(п) сложность умножения 
двух n-значных чисел; в (*) получено

М (п) =О(га“), a=log23.

Указанный метод применил в 1970 г. А. Штрассен (3) к оценке V (п) — 
сложности вычисления определителя re-го порядка и доказал, что

Р(п)=О(^), p=log27.

В оценке сложности умножения n-значных чисел метод А. А. Карацу- 
бы усовершенствован А. Л. Тоомом (2) и Шенхаге и Штрассеном (4) 
(числа разбиваются не на два «блока», а на растущее с ростом п число 
«блоков»), которые получили соответственно оценки

M(ii) =О(пеС1Пп "), М(п) =О(п In п In In п).

В настоящей статье быстрый итеративный метод применяется к оцен­
ке сложности вычисления элементарных алгебраических функций, т. е. 
функций вида 1/z, zl/k и их суперпозиций. Введем ряд определений.

Определение 1. Пусть элементарная алгебраическая функция 
s=/(z) задана на некоторой ограниченной области D<=C, не имеет в D 
особенностей и ограничена вместе со своей производной. Переменная и 
значение функции записываются парами двоичных последовательно­
стей, т. е.

z=(x_i.. ,х0, . . .; Р-3... у о, у,,...),
S ( И—v ... По, И,, ..., V—ц ... По, Щ ■ • •),

где Xi, у], uh и, равны 0 или 1.
Тогда вычислить s=/(z) в точке z=za^D с точностью 

до 2~" означает найти такое sn, что

|s«-/(zo) | =О(2-’1)
с константой в О, не зависящей от п.

Очевидно, что вычисление /(z) в точке z=z0 можно заменить вычисле­
нием ее в точке z=z„, где |z0—z„| <2~п, так как f (z) ограничена в D. 
Таким образом, все участвующие в вычислениях числа можно записать в 
виде конечных последовательностей.
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Определение 2. Количество операций, достаточное для вычисле­
ния /(z) с точностью до 2_", обозначается sf(ji). Количество операций, 
достаточное для умножения двух n-значных чисел, обозначается М(п).

Предполагается, что М (п) — монотонно возрастающая функция, 
М(п) >п.

С помощью введенных определений основной результат формулирует­
ся следующим образом.

Для элементарной алгебраической функции s=/(z), заданной в неко­
торой ограниченной области DcC, ограниченной вместе с производной и 
не имеющей в D особенностей,

Sf(n) =О(М(п)),

причем константа зависит только от / и D, но не зависит от z^D и п.
Теорема 1. Пусть z — комплексное, V2<|z|Cl, s=i/z. Тогда

s1/z(n) =О(М(пУ).

Предварительно докажем следующее утверждение.
Лемма 1. Для s и z из условия теоремы 1 выполняется итерация: 

■если |s„—s | <2~п, то для
s2n=zsn2—2sn (1)

справедливо неравенство
| s2n-s | <2-2п.

Доказательство. Возводя обе части неравенства |s„—s\<2~n в 
квадрат, имеем

|sn2-2s„/z+s2| <2-2п.

Домножив на | z | С1, получаем формулу (1).
Доказательство теоремы 1. Положив s1=3/2, итерируем до 

получения требуемой точности. Сложность одного шага итерации равна 
2М(п)+сп. Обозначив sl/i:(n) =1 (п), имеем рекуррентное соотношение

1(2п) =1(п) +2М(п) +сп,

откуда следует утверждение теоремы.
Замечания, а) Для произвольного z¥=0 заменой z'=-2tiz можно 

добиться выполнения условия |z'| Cl.
б) На каждом шаге итерации для вычисления s2n достаточно брать 

вместо z его приближение.
Следствие 1. Для i/R<\z—Z;|, | z | <R сложность вычисления 

где R(z) — рациональная функция, г, — ее полюсы, равна О(М (п)).
Следствие 2. Деление целых чисел с остатком можно свести к вы­

числению рациональных функций следующим образом. Пусть а и Ъ — це­
лые числа, меньшие 2"; требуется найти такие q и г целые, что a=bq+r 
и 0Cr<g. Тогда, вычислив s„ такое, что | sn—1/b | <2~п, имеем

r=a—bq. (2)

Сложность вычисления q и г по формулам (2) равна O(Af(n)).
Теорема 2. Пусть 0<rC |z| <R,

s=j(z)=zi/h, OCarg .s<2n/fc,

k — натуральное. Тогда
sf(n) =R (m) =0 (M (n)).

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1. Итера­
ция проводится по формуле

АН-1 sn+*
s2n------ -— s„ -----

k kz
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(4)

или

п

Тогда из неравенства

следует

и итерация сходится при

|sn-s| <2-n

|s2n—s| <ck-2~2n

| So—51 <l/(ck), c>2.
So можно вычислить, например, разложив z1/fe в ряд Тейлора и взяв до­

статочное число членов.
Доказательство формул (3) и (4). Разложив правую часть (3) 

в ряд по s„ в точке s=z1/\ имеем

F"M
к+1 к+1

-- -------<-------

что и требовалось доказать.
Из доказанных теорем следует, что сложность вычисления элементар­

ных алгебраических функций не превосходит О(М(п)) с константой, не 
зависящей от z^D и п.

По такой же схеме быстрый итеративный метод можно применять для 
быстрых вычислений элементарных трансцендентных функций, эллипти­
ческих функций, функций от матриц и др.
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