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1. Пусть — стационарная (в широком смысле) последовательность, 
случайных величин на некотором вероятностном пространстве (Q, А, Р), 
gfceZ7(Q); не ограничивая общности, далее будем считать, что

М^=0, Щ*=1, /с=0, ±1, ... (1)

Обозначим корреляционную функцию процесса

НДпНМ&и») V*, п (2>

и введем также
. j л 2

7?2(н) = м|— V eJ . (3)
| п IЙ=1

Очевидно, что условие lim R2 (тг) =0 означает сходимость к нулю в сред-
71—>оо

нем квадратическом средних

°п = — У> (4)
п А—1

к=1

т. е. закон больших чисел «в среднем квадратическом». Известно также, 
что ни это условие, ни более сильное условие lim RA (п) =0 недостаточно, 

ОО

вообще говоря, для сходимости средних о„ с вероятностью 1 (п.н.), т. е. 
для усиленного закона больших чисел (у.з.б.ч.), и что критерии у.з.б.ч. для 
индивидуальных стационарных последовательностей {g;,} не могут быть 
сформулированы в терминах Д(п), г=1, 2 (1_4).

Основным результатом данной работы является специальное пред­
ставление (6) средних оп любой стационарной последовательности через 
«остаток» ортогонального ряда, определяемого по стохастической спек­
тральной мере Z(dX) данной последовательности {It}- Это позволяет с 
помощью критериев сходимости ортогональных рядов установить крите­
рии у.з.б.ч., выраженные через спектральную функцию F(d'K') или корре­
ляционные функции Ri(n), R2(n) и носящие в известном смысле оконча­
тельный характер (в классах).

Аналогичные результаты справедливы и для стационарных случайных 
процессов g (i), tsR\ и однородных случайных полей g (s), s<^Rm, при 
любом 772^=1.

2. Специальное представление средних о„. Обозначим 
через F(dfc) спектральную меру, отвечающую последовательности 
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а через Z(dX) — ее стохастическую спектральную меру (с ортогональны­
ми приращениями) , так что

Л л

= feMZ(dX), Rt{k) = JfeMF(dX) Vk. (о)
— Л — Л

Теорема 1. Если {gjt} — произвольная стационарная последователь­
ность и ок — ее средние арифметические, то существуют такие случайные 
величины что:

1) ok = J Z(dk)-hph при 2”=C/c<2"+1, п=0,1,..., (6)
|Х|<2-п

2) lim Tpft=O п.н. и в Ь2.

Отсюда непосредственно вытекают необходимые и достаточные усло­
вия для у.з.б.ч.

Теорема 2. 1) Для стационарной последовательности {§*} средние 
о„ сходятся п.н. при п-+°° к некоторой случайной величине т] тогда и 
только тогда, когда существует предел

lim J Z(dX)=T] п. н., r]=Z({0}).
п">о° |Х|«£2-п

2) Для того чтобы для был справедлив у.з.б.ч., необходимо и до­
статочно, чтобы F({0}) =0 и

lim У Z(dX)=0 п.н. (7)
п->°° 0<|у sS2-n

3) Условие {!) эквивалентно сходимости п.н. ортогонального ряда
со

У, «А, (8)
*=i

где
ак= ( У A(cZZ) j , Zk=ak 1 У Z(dX) (9)

2~к-1<[Х|С2-К

{если ак=0, полагаем akZk=0).
Заметим, что {Zk} — ортонормированная система в Л2(О), ^,ак2<°°.
Следствие 1. Если стохастическая спектральная мера имеет неза­

висимые приращения mF({0})=0, то для {^} справедлив у.з.б.ч.
Для доказательства достаточно к ряду (8) применить теорему Колмо­

горова.
3. Критерии у.з.б.ч.
Теорема 3. А) Если F( {0}) =0 и

F{d'k)<°° ЯХ0>0, 

то для {SJ справедлив у.з.б.ч.
Б) Если

а{и)^ на (0, о°), ю (и) =о (lg lg и)а при и-+°°,

то существует стационарная последовательность для которой

но у.з.б.ч. не справедлив, т. е. средние о„ расходятся п.н.

^({0})=0,
0<|М<Я
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Достаточно применить теорему Меньшова — Радемахера (в случае А) 
п известный контрпример Меньшова (в случае Б).

Следствие 2. Если мера F(dn) абсолютно непрерывна, F(dK)=- 
и

то при е>0 у.з.б.ч. справедлив, а при е=0, вообще говоря, нет.
Теорема 3 и следствие 2 дают, таким образом, неусиляемые условия 

для у.з.б.ч. в классе всех стационарных последовательностей имею­
щих заданное ограничение на поведение спектральной меры или спек­
тральной плотности в нуле. Критерий для классов {£*}, имеющих задан­
ную скорость убывания корреляционной функции ЯДга) или Rz(n), со­
держится в следующем утверждении.

Теорема 4. Если сходится ряд

00 R (к')V-4——lglg/c, i=l или 2, (10)
a-J к lg к

то для справедлив у.з.б.ч.
Условие (10) неусиляемо в следующем смысле.
Теорема 5. Пусть для функции Ф(А)>0 выполнены условия «ре­

гулярного убывания»:

ААФ(Ж, *АФ(/с)^СФ(/с), /с2_еДФ (fc) 1 Яе>0 (11)
и пусть

у HAlglgt_„.
Z_i klgk s s

Тогда существует стационарная последовательность {^}, для которой 
средние расходятся п.н., хотя Н(к) =0(Ф (&)), г=1, 2.

Следствие 3. Если корреляционная функция для {%;,} убывает со 
скоростью

Ri(n) =O(lg lg п)~2~е, i=i или 2, (12)

то при е>0 у.з.б.ч. справедлив, а при е=0, вообще говоря, нет.
Контрпример для е=0 был получен ранее в работах (2, 3).
4. Усиленный закон больших чисел для однородных 

случайных полей. Пусть £(«) — однородное случайное поле в Rm с 
корреляционной функцией K(u)=K(ui, .. , um), щ — его средние по 
шару Ур радиуса р (в частности, при m=l £($) — стационарный процесс 
в R1). Используем снова обозначения Z(dk), F(dk'); %=(Х!, ..., Х,„), |Х| = 
= (A,i2+ ... +Лт2) /2 для спектральных мер данного поля и

К2(р)=М|ор|2, Ki’(p) = —f K(u)du.
IKPI

Теорема 1'. Для любого однородного случайного пот.я g(s) б R"' 
справедливо следующее представление для средних ор:

ор = J Z (dX) +i|7p, если 2"=Sp<2”+1, п—1,2,...,
)X|s52-n

где lim =0 п.н. и в ЬДО.).
р ->■ -X

С помощью этого представления на однородные случайные поля в R"‘ 
распространяются все критерии теорем 2—5, с замепой сумм на интегралы.
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Следствие 4. Если

•ffi*(p)=0(lglgp)_2~', е>0, р->°о,
то для однородного случайного поля g(s) справедлив у.з.б.ч.

Следствие 4 обобщает результат работы (5), где требуется скорость, 
убывания порядка RC (р) =0 (lg р) _3~е, е>0.

5. Квазистационарные последовательности. Отметим,, 
что наличие спектрального разложения существенно для получения при­
веденных выше результатов. Оказывается, что если рассматривать квази­
стационарные последовательности заданные ограничениями типа

М§й=0, Щк=1, Vk, п

(или, по другому определению, удовлетворяющие условию

М
тп+п

п- ^СФ2(га) V щ, п ),

то критерий у.з.б.ч. существенно отличается от стационарного случая,. 
Теорема 6. А) Если сходится ряд

п
ФДгг)4О, г=1,2,

п

то справедлив у.з.б.ч. для средних ап=п~ 1 У^Вл(с-м.(6)).
k=i

Б) Если Ф(п)! и ряд V1 Ф (и)
------ расходится, то существует квазиста- 

ционарная последовательность для которой ФЦга) =О(Ф (тг)), i=l, 2,. 
но средние оп расходятся п.н.

Определения и результаты этого параграфа могут быть распростране­
ны и на однородные случайные поля.

Поступило
1 II 1975
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