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В настоящей заметке речь пойдет о А2-оценках производных обобщен­
ных решений и(х) эллиптического дифференциального уравнения

Pu=j, luieLAQ), (1)

где Q — произвольное открытое множество, (A—Rn.
В первых пунктах работы, несмотря на отсутствие граничных условий, 

существует резольвента (из-за вырождения, либо из-за того, что свобод­
ный член неограниченно растет возле границы). Результаты являются 
новыми также в случае всего пространства. В заключительном пункте 
заметки мы даем Л2-оценки для производных обобщенных решений урав­
нения (1), не предполагая вырождения и неограниченности свободного 
члена возле границы. Оценки в этом случае даются с помощью весовых 
множителей, которые стремятся к нулю при подходе к границе.

1. Пусть Q — произвольное открытое множество в Rn. Оператор Р, по­
рожденный дифференциальным выражением

P(x,Dx) = У1, aa(x)Dxa,

рассматривается на функциях w(-)eL2(Q), которые имеют обобщенные 
производные Dxau(x) для всех а таких, что аа(х) ^0, причем

У, aa(x)DTu(x')^L2(Q).
\а\^2тп

Мы будем предполагать, что символ P(x,s)^0 для всех х-А 
s^Rn\{Q}.

Важную роль при оценке резольвенты оператора Р будет играть сле­
дующая лемма о разбиении единицы.

Лемма. Пусть f(x) — локально ограниченная функция, заданная на 
Q, и f(x)^l. Пусть для любых 6е[0, 11, Л/>0 выполняется в Q условие: 
для | х—у |/(у) 5<М

где х<2, Км зависит только от М. Пусть существует е>0 такое, что если 
\х~у\НуУ~‘<М, то f(x)^KMf(y).

Тогда, если f(x)-+°o при х-^ха для всех хххдА. то существует разбие­
ние единицы множества Q:

У, ф/(•*) = !,

где ZQ — счетное подмножество множества Q, и выполняются следующие 
условия:

1) фг(я) =0, если |ж—z|/(z)>l;
2) |£>/фх(.г) |s=cj(z)la', са=са(е, х, Км);
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3) пусть Tz, zsZa,— произвольная система равномерно ограниченных 
операторов, тогда

SSCSUP IXz^zXzl,
1

где с зависит только от п, е, х; %z — оператор умножения на характери­
стическую функцию множества supp cpz( •).

Замечание. Кратность разбиения единицы в лемме может быть бес­
конечной.

Пусть /(а:) удовлетворяет условиям леммы. Обозначим через Pz замк­
нутый дифференциальный оператор в Lz(Rn) с символом

Pz(x, s)= У, a.t(z)sa+az(ж),
0<|a|C2m

где а2(ж)=а0(ж) при [ж—z|/(z)<l и равна среднему значению <?0(-) по 
множеству {ж| | х—z | f(z) <1} в противном случае. Ясно, что оператор Pz 
имеет резольвенту. Пусть существует число х0 такое, что

|P(z, s) |>z0|a0(z) |>1, (1')
|н0(ж)\^Ma\aa(z) [ при |a:—z |/(z) <1. (2)

Тогда | Pz_11 (xo«o(z) )_1. Поэтому, обозначив Rz=Pz~l, из неравенства 
| [az(x)~a0(z) | и (ж) |Lz^ (1+MO) |«0(z) |u(a:) |L2<(l+3/0)/xo_1Pzu(a;) |L2 

получаем
| (az( •)—a0(z) )7?z| <xo_1 (l+Tfo).

Обозначим через P^ z эллиптический оператор с символом Р (z, s'), 
пусть R0,z=P^lz. Тогда Rz=R0,z(E+(az(x')—a0(z')')Rz), т. е. Rz=Ro,zTo,z, 
где |7\ z|=Sl+x0_1(l+^).

Положим

Имеем

Применяя лемму, получим
\PF—£|^с sup (l[P1(pz]fio,z7,o,zl + l<Pz(n-Pz)7?o,z7,o,zl),

2sZSJ

где с зависит только от е, х и п, Мо, Км.
Проделывая дальнейшие оценки, как в (*), мы получаем 
Предложение 1. При сформулированных выше условиях сущест­

вует число т, зависящее только от е, п, и, Мо, Kit, такое, что, если для 
всех se7?n\{0}

У, aa(x)fM(x) ls“!lCtIP(x, s') I, (3)

где суммирование ведется no всем ai, a?, a таким, что a^O, |сс|^2щ, 
ai+a2=a, и для | ж—у | f(y) <1

У, \(aa(x')—aa(y')')sa\^r\P(x,s')\, (4)
0<|Сс|^2-т

то \PF—E\<1 и, следовательно, область значений оператора Р плотна 
в L,(Q).
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Теперь заметим, что если Р удовлетворяет условиям (V) — (4), то этим 
условиям удовлетворяет также оператор Р+, который определяется через 
дифференциальное выражение

P+(x,Dx) = У, аа(ж)Дх“,
]а]С2т

причем соответствующий этому случаю оператор F+, как видно из опреде­
ления, равен оператору F*. Таким образом, имеем

\PF—Е\ <1, \P+F+-E\<1. (5)

Из неравенств (5), равенства F+=F* и предложения 1 вытекает
Теорема 1. Пусть оператор Р удовлетворяет условиям (1') — (4). 

Тогда Р имеет ограниченный обратный оператор Р~1 и справедливо равен- 
ство P~l=F(E+G), где |G|<1.

Замечание. Для выполнения неравенств (2) —(4) необходимо, что­
бы либо 2 |da(х) | ~”0, либо |а0(ж) | + при х-+х0^=<*> для каждой

|а[ = 2т

граничной точки хл^дО..
Так как явный вид оператора F известен, используя технику выкладок 

работы (*), можно легко доказать следующую теорему.
Теорема 2. Пусть равномерно по s^Rn, k(x)sa=O(P(x, s)), где 

а — мулътииндекс, к(х) — измеримая функция. Пусть оператор Р удовлет­
воряет условиям теоремы 1. Тогда равномерно по всем u^DP (DP — область 
определения оператора Р) выполняется равенство |k{x)Dxau{x) 
<M\Pu\Lz.

Следствие. Пусть Р удовлетворяет условиям теоремы 1 и 
У, |aa(z)s“ | =0 (Р(х, s)). Тогда имеет место операторное равенство

|аС<2?п

Р = У, ajr, (6)

где аа — оператор умножения на функцию аа(ж), Da — сопряженный опе­
ратор к минимальному оператору, порожденному в L2(Q) дифференциаль­
ным выражениям Dxa.

Замечание. Неравенство (6) означает, что если u^DP. то 
aa(x)Dxau(x)^L2(£l) для всех | а | ^2тп. Дифференциальное выражение 
P(x,Dx), соответствующее оператору Р, в этом случае называется разде­
лимым (подробно см. (‘, 2)).

2. Чтобы применить теоремы 1 и 2 к оператору

А д д А д

г,; = 1 г=1

необходимо потребовать для каждой точки х0<^д& выполнения условия
п

lims(x)/q(x)=Q, s(x) = int У, ai}(x) SiS}.
X—>Хо is|s=i

t,J=l

Пусть f(x) — функция, которая удовлетворяет условиям леммы и имеет
___ п ___  ___  

вид f(x) =l+o(l)yq(x)/ys(x). Пусть, далее, 2 I Щх) | =о (У q (х) У s (х)), г=1
и q(x)<Moq(y) для |ж—у | f (у) <1. Предположим, что lim (ai}(x) — x->dQ, оо
—ai}(y))/s(x) =0 равномерно по г, /=1, 2,... , п, всех peQ таких, что 
|ж—y\f(x)<^- Тогда, если aij(x)=O(s(x)) для всех г, /)=1, 2,..., п, то из 
теорем 1, 2 следует
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Пре дложение 2. При сформулированных выше условиях оператор 
Р имеет резольвенту и

---- —и(х) I + V I bi{x')-^—u{x) I +\q(x)u(x)\L2^M\Pu\Li 
dxi дх3 lLl a—I I oxi I l2

(8)

равномерно no всем u^D,..
Замечание. Для случая Q=^Z?n оценка (8) известна (2) для опера­

тора Штурма — Лпувилля.
3. Вернемся теперь к общему эллиптическому оператору, введенному 

в и. 1. Пусть для всех x^Q, s^Rn Re Р (х, s)^zo|«o(^) |, где х0>0, при­
чем а0(х) удовлетворяет условию (2). Пусть /(•)—функция, которая 
удовлетворяет условиям леммы, g (•) — некоторая положительная функция 
такая, что для каждой точки ха^д£2, а также для ж0=°°, если Q — неогра­
ниченное множество,

lim (q(x)-q(y))/q{y)^O

равномерно по \х—y\f(x')<l. Обозначим k(x)=q{x)~l. Имеет место сле­
дующая

Теорема 3. При сформулированных выше условиях существует чис­
ло т, зависящее только от п, е, х, Мо, Км, такое, что если

У, Iаа(х) fa,!(х)s1<X!’Is£t\Р(х, s)+q(x) I,
а1+а2=се

а^О, |а|^2тп

у, lao(a:)s“|=0(P(a:,s))
[al'CZm

и для [х—у|/(у)<1

У, I (аа(^)—ea(p))s“l<TlR(^,s)+g(a:) I,
lai—2m

то равномерно по всем u^D,,

У, I к (х) аа (ж) Dxau (х) I Ll^M | к (х) (Ри) (х) I L,+M | и (х) [ Lz.
|al<2m
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