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Пусть Sk, к^З,— единичная сфера ^’-мерного эвклидова пространства, 
С (Sh) — пространство непрерывных на Sh функций. Для каждой функции 
ieC(Sk) обозначим через {f(x)}h ее среднее значение вдоль окружности 
с центром в точке х со сферическим радиусом h на Sk:
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где (х,у) — скалярное произведение единичных векторов х и г/, | —
полная поверхность единичной сферы S'*"1.

Пусть, далее, D — оператор Лапласа па сфере S\ т. е. угловая часть 
оператора Лапласа в /с-мерном эвклидовом пространстве, записанного 
в сферических координатах. Будем говорить, что функция f принадлежит 
классу Н<р' (М), если к функции / применим р раз оператор Лапласа D, 
DpfeC(Sk) и

\\Dpf-{Dpf}h\\c{s^M^(h),
где — некоторая монотонно стремящаяся к нулю функция.

Теорема 1. Пусть Ч^1ГР'ЩМ Ч) и для некоторой функции f^C(Sk)-

где при
Если Mn*ZM, функция -ф(Л) удовлетворяет (Н2) -условию Н. К. Бари 

(*), а функция h2{p~s}$(h), при некотором натуральном s^p, (8,)-усло­
вию С. М. Лозинского (’), то к функции f применим s раз оператор Лапла­
са D, D'H~C(S''). кроме того,

,\Dsj—Ds f п\\ с (sk)^C п (2)

где 0<а<1/(2s), [7] — целая часть 7, С\ — не зависящая от п постоянная.
Заметим, что в силу сделанных предположений правая часть неравен­

ства (2) стремится к нулю при
П римечание 1. Аналогичная теорема установлена и в случае, когда 

jn^H{p- ’|’")(Л/П), где функции вообще говоря, различны для раз­
личных п.

Примечание 2. В случае непрерывных на отрезке [—1,1] функ­
ций. т. е. пространства С[ — 1, 1], также имеет место такая теорема, где 
роль оператора Лапласа D играет оператор Лежандра

d d
D = —-{i—x2) — , 

dx dx
а роль {/(.г)— величина
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Рассмотрим семейство линейных интегральных операторов вида

Ln(f; х) = J/(у)Кп[ (г, у) ]dS(у), (3)

действующих над функциями, заданными на сфере Sk-, ядро K„(t) удов­
летворяет условию: существует постоянная К такая, что

I
J l^„(i)l(l-<2)^'Mi<K, %=(fc-2)/2. (4)

-1

Теорема 2. Если функция j<^C(Sh) допускает применение оператора 
Лапласа D и результат применения ограничен | Dj | то

Д„(/) =|1/ Ln(f) ||c(s,I)^fzM8n,
1 

6n= J|7rn(Z)|(l-Z)(l-f2)x-'/2^,

C2 — не зависящая от n постоянная.
Примечание 3. Теорема 2 есть частный случай более общей тео­

ремы, в которой устанавливается, что Д„(/) есть O(1)Q/(V6„), где Q, (б) — 
так называемый сферический модуль непрерывности функции /, введен­
ный нами в (2).

В том случае, когда

2Mi) = j^Pv<n> +1)№ (*), О)

V = 0

где Pvw (t) — ультрасферический полином порядка v с индексом 
Х=(&—2)/2, a pi” — некоторая треугольная матрица чисел с pin)=l, при 
условии положительности АД(2)>0, — Kt<l, можно легко показать, что 
6П=<9(1—pin)). Поэтому, из теоремы 2 вытекает

Следствие 2.1. Если операторы Ln(f-, х) с ядром Kn(t), имеющие 
вид (5), положительны, то для любой функции 1^C(Sk). допускающей 
применения оператора Лапласа D и \Df\ ^М,

Дп(/)^С3М(1-р<п’). (6)

Заметим, что суммы Чезаро On\f',x) /г-мерпого ряда Лапласа при 
a^k—i, обобщенный оператор Д. Джексона (2) (f; х) для сферы Sf
при пг> (&+1)/2, оператор Валле — Пуссена К„(/; х) для сферы Sk с ядром

Г(ге+2^+1) /1+М п *-2
22X+1nx+,/T(re+X+V2) \~2~~/ ’ " 2~ ’

являются операторами вида £„(/; х), ядра которых положительны и пред­
ставимы в виде (5). Для этих операторов 1—pi<n) есть O(i/n), О(1/п2), 
О(1/п) соответственно.

Ниже, во всех теоремах, Ln(f; х") будут означать операторы, ядра кото­
рых имеют вид (5), т. е. линейные полиномиальные операторы на S\

Следующая теорема показывает, что для некоторого класса линейных 
положительных полиномиальных операторов Ln (f; х) оценка (6) не может 
быть улучшена в смысле порядка. Кроме того из этой теоремы следует, 
что при приближении функции / операторами этого класса, порядок при­
ближения не выше 1—р{п), каким бы хорошим свойством ни обладала 
функция j.
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Теорема 3. Если линейные полиномиальные операторы Ln(f;x) по­
ложительны, т. е. Kn(t)^0 и

lim
П~* ОО

4(1+20
1-2л ’ (7)

то для любой функции j<^L(Sh) имеет место соотношение
ж)=‘/2(1-рГ (1—pi"1),

справедливое в каждой точке x^Sk, 
щенный лапласиан

D*f(x) = lim
/|-»0

в которой существует конечный обоб-

f(x)-{f(x)}h
sin2,/2h.

где {f(x)}h — среднее значение функции /, определяемое по формуле (1).
Теорема 4. Если линейные полиномиальные операторы L„(f; х) по­

ложительны, то для того чтобы имело место равенство

ЬДД-, х)-ft (х) _ Р'/Дх) 
п-+«> Ln(f2;x)-i2(x) D‘f2(x)

справедливое для любых функций j2eL(Sh}. имеющих в точке xeSh 
конечные обобщенные лапласианы Ь'рДх) и D‘f2(x), необходимо и доста­
точно, чтобы было верно равенство (7).

Заметим, что названные выше операторы Джексона (f; х) и Вал­
ле-Пуссена Т„(/; х) входят в класс операторов, рассмотренных в теоре­
мах 3, 4, т. е. эти операторы доставляют линейный метод суммирования 
ряда Лапласа функции f^L(Sk) с матрицей чисел, удовлетворяющих 
условию (6).

Теперь приведем теоремы о сходимости последовательности линейных 
операторов, действующих над функциями, заданными на сфере Sk.

В работе С. М. Никольского (3), посвященной линейным методам сум­
мирования тригонометрических рядов Фурье, из общей теоремы функцио­
нального анализа о слабой сходимости линейных функционалов была вы­
ведена теорема, устанавливающая критерий сходимости последователь­
ности линейных операторов, порожденных указанными методами сумми­
рования. Точно так же устанавливается следующая теорема в случае 
рядов Фурье по 7с-мерной сферической системе функций, т. е. /с-мервых 
рядов Лапласа.

Теорема 5. Пусть ЬДД, х) — операторы, ядра которых имеют вид 
(5). Для того чтобы для любой функции f^C(Sh) равномерно на Sk было

lim Ln(J-,x)=f(x), (8)
71-* со

необходимо и достаточно, чтобы
limpln) = l, /с=1,2,..., (9)
П-*оо

и выполнялось неравенство (4).
Для положительных полиномиальных операторов Ln(J\x), т. е. когда 

Kn(t)^Q, неравенство (4) следует непосредственно из ортогональности на 
отрезке [ — 1, 1] полиномов (t) с весом И получаем, что для
того чтобы имело место равенство (8), достаточно, чтобы имело место ра­
венство (9). Оказывается, что в этом случае, т. е. когда ядра Kn(t) поло­
жительны, достаточно выполнения условия (9) одпого лишь р/"’. А имен­
но, справедлива
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Теорема 6. Если линейные полиномиальные операторы Ln(f;x) по­
ложительны и lim pin> = l, то для любой функции f, ограниченной на Sk 

п-+ <х>
и непрерывной в точке x^S\ справедливо равенство (8). На любом замк­
нутом множестве E^Sk точек непрерывности функции f эта сходимость 
равномерна.

Теорема 6 есть частный случай следующего, более общего утверж­
дения.

Теорема 7. Пусть 4Л(/; х) — последовательность произвольных ли­
нейных положительных операторов, действующих над функциями, задан­
ными на сфере Sk. Если в точке x^Sk

lim Ar:(f- ж)=1; (10)

lim Л„(’ф; х) =0, (И)

1|’(у)=^х(у)=1Л(1-(2:, у)),

то в этой точке lim Л„(/;ж)=/(г) для любой функции f, ограниченной на 

Sk и непрерывной в точке х. Эта сходимость равномерна, на любом замк­
нутом множестве точек непрерывности f, если на множестве Е соотноше­
ния (10) и (11) выполняются равномерно.

Следствие 7.1. Пусть 015 02. . . ., 0*_t и 0/, 02',..., 04-1 являются 
сферическими координатами точек х, y^Sk соответственно. Если для Zc+l 
функций ft в точке х

lim 4ДД; х) =ф(х),
П-* оо

Е(х) = 1, ^(z) =cos ©!, f>(x) =sin 0j cos 02,

(x) =sin 04. . . sin 0„_2 cos

fk(x) =sin 0(.. . sin 0ft_2sin0A_t,
то справедливы утверждения теоремы 7.

Условиям теорем 6, 7 удовлетворяют, например, названные выше опе­
раторы н<“’(/; x),D™ (J; х) л Г„(/; х).

Теоремы 3, 4, 6, 7 и следствие 7.1 являются пространственными анало­
гами соответствующих теорем П. П. Коровкина ('*) для 2л-периодических 
функций.
Азербайджанский государственный университет Поступило
им. С. М. Кирова 11 II 1975
Баку
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