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Академик АН ТаджССР А. ДЖУРАЕВ

О СВОЙСТВАХ НЕКОТОРЫХ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ПЕРВОГО ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ

1. Согласно теореме Лиувилля, не существует отличной от нуля непре­
рывной на всей плоскости Е голоморфной функции, исчезающей на бес­
конечности. Однако бесконечная система функций, определенная равен­
ствами

при Ы<1, 
при |z|>l,

очевидно, является полной системой линейно-независимых, непрерывных 
на всей плоскости, исчезающих на бесконечности решений уравнения

X°(n)=sign (1— |z|)щ+гий=0, (1)
а бесконечная система функций 

щ (z) =Z? (z) /Пу+2 (z), £=0,1, 2,...,
Z„(z) =2(rc+'l)z-rz(y2<n~1)—2(ит-1)), 

W„(z) =2(n+l)x+i(y2(n+i>+2(nyi)),

как легко видеть, является полной системой линейно-независимых непре­
рывных на всей плоскости и исчезающих на бесконечности решений урав­
нения

Ln°(u)=y2n+,ux+iuy=0, п^О целое. (2)

В то время как неоднородное уравнение Коши — Римана и;=/(г) 
всегда разрешимо в классе С (В) непрерывных на всей плоскости функций 
при любой правой части /(z)eLr<2(£'), р>2, неоднородные уравнения 
Х°(и)=/, Ln(u)=f в классе С(Е), вообще говоря, неразрешимы, если 
даже / бесконечно дифференцируема и убывает на бесконечности. А имен­
но, имеют место следующие утверждения.

Теорема 1. Уравнение sign (1—|z| )izx+zzza=/(z) разрешимо в классе 
С(Е) тогда и только тогда, когда f(z) удовлетворяет бесконечному числу 
условий

JJ f(z}zkdxdy+ jj f(z)z~k~2 dxdy=Q, £=0,1,2,... (3)
!z!<l lzl>l

Теорема 2. Уравнение y2n+'ux+iuv=f(z) разрешимо в классе С(Е) 
тогда и только тогда, когда j(z) удовлетворяет бесконечному числу усло­
вий

JJ f(z)Zk(z)/Wkn*\z)dxdy=Q, £=0,1,2,... (4)
Е

Для того чтобы доказать утверждение теоремы 1, заметим, что решения 
класса С(Е) уравнения Х°( u) =/(z) имеют вид 

u(z) =

ф(г)-(2л) 1 /(£)(?—и)
Hid

шГ+(2л)-‘ Д /(?) (F-z)-*^dn
1Л>1

при |z|<l,

при |z|>l



где cp(z) голоморфна в круге |z|<l, а ф(г) голоморфна вне этого круга. 
Исходя из этой формулы, легко убеждаемся, что для непрерывности функ­
ции n(z) при переходе через окружность |i|=l необходимо и достаточно, 
чтобы функция

h(t) = (2л)-‘( Jj dn)

iEKi KI>1

была граничным зпачепием функции, голоморфной внутри круга |z|<l, 
а это приводит к условиям (3). Замечая теперь, что после замены 
ц=г/2(п+1,/2(п+1) при у>0 и ц=—г/2(п+1)/2(п+1) при у<0 уравнение 
Ln°(и) =f(z) преобразуется к виду щ+isignq щ=Р(х+гц), где

[ (2и+2) т| ]-<2"+‘)/^”+2).f(x+i[ (2п+2) т) ] 1/(2п+2)), т]>0,
[ (2п+2)т]]-(2"+1>/(2"+2)-/(я+Я-(2n+2)i]]1/(2"+2)), 1]<0.

Если теперь выполнить преобразование яг+й|=(со—i)/i(co+i), перево­
дящее верхнюю полуплоскость г|>0 во внутренность круга | со | < 1, ниж­
нюю полуплоскость ц<0 — во внешность этого круга, а ось т]=0 —в окруж­
ность |со|=1, то получим уравнение sign (1— |со|)na+i^=g(®), где 
со=а+^, g(co) =F(a—i/i(co+i)). Применяя к последнему уравнению тео­
рему 1, получим доказательство теоремы 2.

2. Указанные выше свойства означают, что ядра и коядра операторов 
К° и £„° бесконечномерны. Возникает вопрос, нельзя ли за счет присоеди­
нения младших членов к этим операторам получить операторы с конечно­
мерными ядрами и коядрами?

Рассмотрим уравнение
A'(n)=sing (1—|z| )ux+w!Z+a(z)u+&(z)w=/(z) (5)

g достаточно гладкими коэффициентами и правой частью, достаточно 
быстро убывающими на бесконечности. Наряду с (5) рассмотрим также 
уравнение ___

K*(v) =—sign (1—|z|)nx—ivy+a(z)v+b(z)v=O, (6)

которое назовем с о п р я ж е н н ы м к (5).
Теорема 3. Если fe(Z)+0 при |Z| =1, то для разрешимости уравнения 

(5) в классе С(Е), исчезающих на °°, необходимо и достаточно, чтобы вы­
полнялись условия

Re Jj/(z)fj(z)dzcZ?/=O, 7=1, 2,..., Г, (7)
Г

где {f;(z)} — полная система линейно-независимых решений уравнения (6) 
в классе С (JF), причем индекс уравнения (1) равен

(2/л) {arg b(t)}

На самом деле, из уравнения (5) следует, что при |z| <1

n(z)=cp(z) + Jj [Г1+(^,z)cp(g) +Г2+(£,z)^) М dT]+F+(z), (8)

а при \z | >1
n(z)=i(z) + jj [rr(?,z)W)+r2-(S,z)^(?)]^dT]+^-(z), 0)

i:;>i

где cp(z) голоморфна в круге |z| <1, a 4‘(z) голоморфпа при |z| >1, при­
чем ф(°о) =u(<») =0. Гр(z) — соответствующие резольвентные ядра, опи­
санные в (1),aE±(z) выражаются через/(z).
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Функцию <p(z) можно представить в виде интеграла типа Коши с ве­
щественной плотностью

1 <• m(z) =---- - I pi(i) (i—zj-'dt+iC,
m J

C=C=const, (10)
|i| = l

а функцию xp(z) — в виде интеграла с вещественной плотностью p2(i) 

■ф(г) = — f zp.2(i) [£(£—z)
л , J|Г| = 1

Подставляя (10) в (8), а (11) в (9), после преобразований 
для функции и(z) при |z|<l

г)=± f fn Л
лф( £1 и л, ' t '

(И)

получим

■г J M(t. z) ds+F+ (z) +P (z) C
[ti = l

(12)

J In( 1—^>(t)ds+

(13)

которыхгде M(t, z), N(t, z) — достаточно гладкие функции, особенности 
при t=z ниже логарифмического типа.

Так как ii(z)eC(£), то, подставляя (12), (13) в условие непрерывности 
ir~ (I) =и~ (t) при переходе через окружность 111 =1, а затем отделяя ве­
щественную и мнимую часть полученного соотношения, получим систему 
сингулярных интегральных уравнений для определения вещественных 
функций Uj(i)

TJ ( /л , 1 Г И1(т)-ц2(т)
Re Иц (0 -ц2 (t) + — ----------- :-------dx +

1 Л1 I ,I T I = 1
т—t

л

(14)

(t)

►t

n I /,ч . 1 Г |11(т)-щ(т)Re м щ (i) —щ (щ + — -------------------ат1 |Ф=!

J Яп (1------ Ц1 (т) ds----------~~ J 1п(1------ j p2(r)(/s+
!т| = 1 • |ri = t

г—t

= - Im (F+ (t) —F~ (i)) -Im F* (i) C. (15)
£Oud



Система (14), (15) не является системой нормального типа, одпако 
относительно вещественных функций связанных с цДО равенствами 
р,(7) =dvi/ds, \i2(t)=dvi/ds—v2(t), эта система преобразуется к виду

Re I it (b (7) — bit')') J —+ v2(/) + —(
I \ ле, x—7 / ni.

Ro/-7(6(7) + b(t)) (4(7) + — f V2 Т ^T? +г-Л.д^ + _ 
I \ ai J . х—t \ т,

+ J [if,, (x, t) Vi (t) +Z£12(t, t) v2 (t) ] ds | =Re (F+ (7) — F (7))—ReE (С-C,
i т i = 1 

(16)

.1:
“6 J [ZT21 (x, t) Vi (7) +TZ22 (t, t) v2 (t) ] ds 
ai=i

= - Im (F+ (7) —F~ (t)) - Im. F‘ (1) C. (17)
Если b(t)F=O, |1|=1, то система (16), (17), как легко видеть, является 

системой нормального типа.
Записав необходимые и достаточные условия разрешимости системы 

(16), (17) в терминах функции /(z), нетрудно убедиться в справедливости 
равенств (7).

Индекс уравнения (5) на единицу больше индекса системы (16). (17). 
Вычисляя индекс последней системы по известной формуле и учитывая 
конструкцию ее правой части, убеждаемся в справедливости утверждений 
теоремы.

Рассмотрим теперь уравнение

y2nJriux+iuy+y2n+ia(z) u+y2n+lb(z) u=f(z), (18)

а также сопряженное ему однородное уравнение

—y2n+lvx—ivy+yZn+ta(z) v+y2n+ib(z)v=0. (19)

После преобразования т] = г/2(п+1)/(2и+2) при z/>0, ц~—у2{пУ1>/(2и+2) 
при г/<0 и последующего отображения a?+iT]=<a — i/i(w+i) мы получим 
уравнения вида (5) и (6) и убедимся, что справедлива

Теорема 4. Если Ъ(х, 0) =й=0, то уравнение (18) разрешимо тогда, 
когда ее правая часть ортогональна к решениям сопряженного уравнения 
(19), причем его индекс конечен и равен

(2/л) {arg Ъ (х, 0)} tZ — 3.
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