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Г. В работе изучаются разложения в биортогональный ряд по собст­
венным и присоединенным функциям, связанным с несамосопряженным 
обыкновенным дифференциальным оператором L любого порядка п. 
Функции {ns} и {fft}, образующие на основной области G*  биортогональ- 
пую систему, предполагаются принадлежащими во всей области G лишь 
классу Ь2; конкретный вид краевых условий, порождающих изучаемую 
биортогональную систему, не играет никакой роли. Пусть 3 — произволь­
ное открытое подмножество основной области G, Ь^З) — класс функций, 
имеющих в 3 компактный носитель, равных нулю вне 3 и интегрируе­
мых по Лебегу.

* Под основной областью G можно понимать интервал, полупрямую или беско­
нечную прямую.

** Подчеркнем, что требование рАх) <^Ск(Ф) является минимальным требовани­
ем, обеспечивающим существование для оператора L на множестве Ф понимаемого 
в классическом смысле формально сопряженного дифференциального оператора L'.

Основная цель работы — выяснение условий на коэффициенты опера­
тора L и на функции {щ} и {щ} биортогональной системы, при выполне­
нии которых для любой функции /(ж) из класса разность между
разложением этой функции в биортогональный ряд и разложением ее же 
в тригонометрический ряд Фурье стремится к нулю равномерно па любом 
компакте К множества 3.

Нам удалось доказать равномерную равносходимость указанных раз­
ложений для случая произвольного несамосопряженного дифференциаль­
ного оператора L порядка п с совершенно произвольными краевыми усло­
виями, обеспечивающими лишь некоторое асимптотическое поведение соб­
ственных чисел. Более того, нами доказано, что на равномерную равносхо­
димость указанных разложений па любом компакте К множества 3 не 
влияет поведение коэффициентов дифференциального оператора и функ­
ций биортогональпой системы за пределами множества 3. При некоторых 
естественных требованиях на спектр нам удалось установить необходимые 
п достаточные условия равномерной расходимости указанных разложений 
па любом компакте К множества 3.

2°. Основные определения. Формулировка результа­
тов. Рассмотрим дифференциальный оператор порядка п

п-2

Lu=uM + (1)
А=0 

коэффициенты рк(х) которого мы предположим принадлежащими классам 
на некотором подмножестве 3 основной области G **.  Поведение ко­

эффициентов ph(x) за пределами множества 3 не играет никакой роли. 
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Пусть {ик{х)}, {ик(х)} — некоторая биортогональная в L2(G) система та­
кая, что функции uh (ж) являются на подмножестве 35 области G регуляр­
ными решениями дифференциального уравнения для собственных или со­
ответственно для присоединенных функций оператора L, отвечающими 
собственному значению а функции vk(x) являются па подмножестве 3) 
регулярными решениями дифференциального уравнения для. собственных 
пли соответственно для присоединенных функций сопряженного опера­
тора L", отвечающими собственному значению Кь-

Полнота систем {щ} и {щ} во всей основной области G, вообще говоря, 
не предполагается.

В частном случае, когда оператор L задан на всей основной области G 
и его коэффициенты принадлежат классам рк(х) ^Ck+i (G), под биортого- 
нальной системой {и4(«)}, {щ(я)} можно понимать системы собственных 
и присоединенных функций операторов L и L*  соответственно, отвечающие 
на границе области G произвольным краевым условиям, конкретный вид 
которых в дальнейшем не играет никакой роли.

* В случае, если имеются точки сгущения чисел щ и суммы (2) при конечном р. 
содержат бесконечное число слагаемых, всюду ниже будут выполнены условия, обе­
спечивающие абсолютную сходимость соответствующих рядов (2).

** Символом Ь2(К) обозначаются все функции из L2(K), продолженные нулем за 
пределы компакта К.

Вместо собственных чисел 2.й будем рассматривать числа щ, равные 
((—ХА) • (—1)"/2)1/п для четного п и равные для нечетного п числам 
((—1/п при Im и (iXft)1/n при 1шХй<0 (здесь всюду (ге’ф)1/,1 = 
=г1/’1 • eil₽/n, причем —л/2^ф<Зл/2).

Предметом нашего изучения являются частичные суммы биортогональ- 
ных рядов *

Оц(^,/)= (/, Vk)-ик(,х), 6Lt(x.f) = У'| (/, и„) -щ(ж), (2)
llMcKu .Мк.<в

составленные для любой функции /(z) из класса ЩЗУ) и любого вещест­
венного ц>0. Эти частичные суммы будут сравниваться с соответствую­
щей частичной суммой тригонометрического ряда Фурье той же самой 
функции f(x), которая с точностью до слагаемого, равномерно сходящего­
ся к нулю,равна

с/ 2 ‘T’sinp.lz-i/l Y
SAz,f) = — —;------г-/(уШл •> \х—у\x—R

где R — достаточно малое положительное число.
Определение 1. Мы будем говорить, что разложение данной функ­

ции f(x) в биортогональный ряд равномерно равносходится 
с разложением ее в тригонометрический ряд Фурье на компакте К, если 
каждая из разностей оц(х, f) — Sv(x, f) и f) - S„(x, f) стремится к 
нулю равномерно па компакте К.

Определение 2. Будем говорить, что система {щ} (система {щ}) 
образует на компакте К области Сслед базиса в Ь2 в слабом 
смысле, если для любой функции /(ж) из класса ** L2(K) сумма оДж, /) 
(сумма сц(х, f) слабо сходится в L,(K) к f(x) при т. е. если при
ц->оо для любых f(x) и g(x) из класса L2(K)

(оДя, /)-/, g)->0 ((оДж, /)-/, g)->0).
Определение 3. Будем говорить, что система {ггй} (соответственно 

{щ}) образует след базиса в Ь2 в слабом смысле на мно­
жестве 35, если эта система образует след базиса в L2 в слабом смысле 
на любом компакте К множества 35.
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Легко доказать, что если система {w^} образует след базиса в в сла­
бом смысле на компакте К (на множестве ЗУ), то и система {/',} образует 
след базиса в 1. в слабом смысле па компакте К (па множестве 3).

Определение 4. Будем говорить, что система {щ} (система (fj) 
образует на множестве 3) след базиса Бесселя, если для любого 
компакта К множества 3 существует постоянная С (К) такая, что для лю­
бой функции f(г) пз класса L,(K) справедливо неравенство

У !(/.щ)12^С(А)(/,/)
оо

(£ I (/,vo (/,/)).
k=l

Договоримся, наконец, обозначать символом П полосу | Im z | ^&=const. 
Теорема 1. Пусть выполнены два условия А:
1) ц^еП;
2) для любого вещественного ц5=1 равномерно относительно х на лю­

бом компакте К множества 3 справедливы оценки

V. КМ 12=<9(1), у I^U)i2=o(i).

Тогда для того чтобы для любой функции f(x) из класса Ь,(ЗУ) на лю­
бом компакте К множества 3 имела места равномерная равносходимость 
разложений j(x) в биортогональный и в тригонометрический ряды, необхо­
димо и достаточно, чтобы одна из систем {щ}, {щ} образовывала в 3 след 
базиса в Ьг в слабом смысле.

Теорема 2. Утверждение теоремы 1 останется справедливым, если 
два условия А заменить следующими двумя условиями Б:

1) !1:еП;
2) справедлива оценка pft=JfA:+O(l), где Jf=const.
Теорема 3. Утверждение теоремы 1 останется справедливым, если 

два условия А заменить следующими двумя условиями В:
1) щеП;
2) каждая из систем {//.} и {к'*}  образует в 3 след базиса Бесселя.
3". Доказанные теоремы охватывают все ранее известные результаты, 

касающиеся равносходимости разложений в биортогональный и в тригоно­
метрический ряды, среди которых мы считаем наиболее существенными 
результаты В. А. Стеклова (‘), Я. Д. Тамаркина (2) и Э. Ч. Титчмарша (3). 
В частности, теорема 2 охватывает все случаи так называемых регулярных 
краевых условий (по терминологии (4~6)). Более того, доказанные нами 
теоремы равносходимости впервые устанавливают локальный характер не 
только требований па разлагаемую функцию f(x), по и требований па ко­
эффициенты дифференциального оператора и функции биортогональной 
системы.

Вместо оператора (1) можно рассматривать более общий дифференци­
альный оператор

Lu= У ak(x) ит
k = 0

и для него зала-.'у
Lu+Kp (х) и=0

с весом рСг), предполагая лишь, что коэффициенты а„(х), an-t(x) и р(ж) 
являются достаточно гладкими и что коэффициенты а„(х) и p(z) не вы­
рождаются на подмножестве 3. За пределами 3 указанные коэффициен­
ты могут быть негладкими и могут вырождаться на целых отрезках.
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Метод получения сформулированных результатов имеет мало общего 
с методами, применявшимися другими авторами. Этот метод является мо­
дификацией метода, развитого нами в (7~9) для самосопряженных эллип­
тических операторов и основанного лишь на формуле среднего значения 
для регулярного решепия соответствующего дифференциального уравне­
ния. Существенную роль играет формула среднего значения, только что 
установленная по нашему предложению Е. И. Моисеевым (10).
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