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1. Пусть ZF — теория Цермело — Френкеля, АС — аксиома выбора,. 
ZFC=ZF+AC (('), раздел 2), со — натуральный ряд, Jf={x\x^<ss}, с — 
мощность континуума (С), раздел 6), S — язык арифметики второго по­
рядка с переменными для множеств ((2), гл. 16, п. 2). Для всяких
и пусть П„* — обычные обозначения для классов формул ST,
Sn’z, Пп’1, Ап*’2, 2п‘» П„‘, Ап1 — для соответствующих классов подмно­
жеств пространств вида со^ХЛ5', где k, 1<^в> ((2), гл. 16, и. 6). Если Х^АТ, 
то пусть

2 ‘ (х) = U I zeX}, =2‘ (Л5)

и аналогично П и А.
X называется проективным, если Х^U{£„*|песо}. Классы Е„‘, П,Л 

Д„‘ совпадают с классами проективной иерархии (см. (3)).

2. Пусть L — класс конструктивных множеств, V=L — аксиома кон­
структивности, Е[х] — класс множеств, конструктивных относительно х, 
V=L[x]—аксиома относительности конструктивности ((3), разделы 
11, 13).

Для ж^ы положим
[ж]ь= {у | &x<=L[у] &уе/[ж]}

степень конструктивности х (см. (4)). Назовем Z-минималь-
н ы м, если

Vy [ж^со & уе/[ж]->уе/Уже/[у] ] & x<£L.

В (5) Сакс построил модель для

Яж [ж=о & V—L[x] & х E-минимально],

в (6) Енсен построил модель для
Зх [x=ai & V=L[x]&х E-минимально & {ж}еП:‘ (откуда, очевид­

но, же Аз1, см. (6)) ].
Для всякого иещ обозначим через s£nl предложение

Зх [х—а & V=L[x] & х L-минимально & {ж}еПп‘] & Vy

У2[г/еЛПЛ’&геЛс,П2п!'!' -> z^L&L^[z^Y^ ] ],
а через 5/п2 — предложение

Эя [жеЛ9—Е&жедД^.
Теорема 1. Предложение S&A несовместимо с ZF при п<2 и совме­

стимо при п>2.
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Следствие 1. При п<2 предложение S&* несовместимо с ZF, при 
п>2 — совместимо, причем в ZFC+.9/n+i не выводимо з$„2.

Замечание 1. В(7) доказано, что

ZFI-Vz Vy[x, у^Л&хеЬ&у=Х>1,х^у^Ь&Ь1!м[у<Л^2Х ] ],

поэтому при п=2 теорема 1 следует из (6).
3. Назовем X D-множеством, если X бесконечно, но конечно по 

Дедекинду (т. е. не содержит счетных подмножеств, см. (*), раздел 5). 
Известно, что ZFC—VX [X — не D-множество], но ZF+3X[X—D-множест­
во] не противоречиво (см. (*), разделы 5, 6, 25). Если п^а, то обозначим 
через ЛЛ предложение

ЯХ [Х^Л9 & X—D-множество &XeH„‘]& VX
[Х^Л°&XeS„‘->-X — не D-множество].

Теорема 2. Предложение Л-~' несовместимо с ZF при п<2 и совме­
стимо при п^2.

Следствие 2. ЭХ [Х^Л &X^H,J &Х—D-множество] совместимо 
с ZF.

Теорема 3. ZFFVX [X^S? & Х^Л-^Х — не D-множество].
4. Пусть К — любой класс, Х^Л, У^Л9, Множества X и У на­

зовем Х-не различимым и, если
V// [ХеХ&Я^Л9^[ХПХ=0 = УЛХ=0]],

и ^-различимыми в противном случае. Множество Z назовем 
Л-счетным, если

Я2 [г^КПЛ&Z={(z)n|nsM}],
где (z)n={A|2”(2A:+l)—lez} длягеЛ’и песо.

Для всякого веш обозначим через предложение
Rx^y [х^Л&у^Л&х, у D-минимальны & [^]L и [г/]ь

Sj/G/HIL) -неразличимы, но П„‘-различимы],

a st-n — предложение
ЯХ [XsyF&X счетно &А'еП„1&\т [те®-

~[Х Sm‘(X)-счетно] ] ]&vyVi/[y^^&г/е

^Л & УеДn1,v -> У А^-счетно ].

Теорема 4. Предложение ЛЛ несовместимо с ZF при п<2 и совме­
стимо при п^2.

Замечание 2. Из результатов (7) легко следует

ZFHVzVy [х, у^Л-*-[х]ь и [i/]i. ^-неразличимы].

Теорема 5. ZF+7=L!-VraVa:VX [п^а &п>1 & х^Л &Х^Л &Х 

счетно &ХеАп1,х->Х ^-счетно].
Теорема 6. Предложение несовместимо с ZF при п<2 и совме­

стимо при п^2.
5. Для всякого класса К обозначим через WO(K) предложение

ЯХ [ХеХ&Х полное упорядочение Л],

для всякого b=oj обозначим через предложение

W(An1+1)&~W(S‘).
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Пусть V — класс всех множеств.
Замечание 3. ZFCFTFO(V) (см. (*), раздел 7); ZF+V=Lt-WO(AzI) 

(см. (::)); WO(Аз1) + [с>®4] совместимо с ZF (см. (8,9)).
Теорема 7. Предложение st-* несовместимо с ZF, выводится из 

,ZF+F=£, при /г>2 предложение st* совместимо с ZFC.
6. Пусть А2 — совокупность аксиом Пеано для Z ((2), гл. 16). Для 

всякого класса К формул 2? обозначим через АС (К) схему аксиом
Ап3.хВ(п, х)^^тА'п В(п, (х)„),

а через DC (К) — схему аксиом
ХхЯуС(х, ij)^\'x'Jy\'n[(y),=x&C((,y),., (г/)„+1)],

где Bin. ,г), С(х, у) — формулы из К (содержащие, возможно, другие сво­
бодные переменные помимо написанпых), х, [/ — переменные по элемен­
там Af, п — переменная по элементам о>, не содержащаяся в С; Ка — класс 
всех формул 2.

Теорема 8. Для всякого тг>2 найдутся такие Ф1еАС(П„1) и 
Ф2е1)С(П.г’), что AC'(Т,,1) U {~Ф,} и /1С’(АГ0) UD6’(T„') U {~ФД совместимы 
с ZF.

Замечание 4. A2I-AC (S2‘); A2HOC(S21) (см. (10)).
Замечание 5. При п=2 утверждение теоремы 8 объявлено в (*°). 
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