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В связи с задачей о сен-венановом кручении призматического стержня 
с односвязным поперечным сечением В, ограниченным контуром L, рас­
сматриваем функционал

^=JJ (4ф—фх2—<f/)dxdy+2 J ф„ср ds, (1)
ь'

первая вариация которого в фиксированной области В

(Дф+2) бф dx dy+2 J ф бф„ ds, Дф=Фхх+ф!/1/;
L

здесь ф„ — производная функция ф(яг, у) по нормали к контуру. Стацио­
нарному значению функционала соответствует уравнение для ф в облас­
ти V

Дф+2=0 (2)

и естественное условие на контуре
Ф=0. (3)

Таким образом, для стационарности функционала (1) необходимо, что­
бы функция ф была функцией кручения для области В (*). При условиях 
(2), (3) значение функционала (1) равно жесткости кручения стержня

К=2 J J ф dxdy.

Вторая вариация функционала (1)

KU=—2 УУ [ (бфх)2+ (бфй)2 ] dx dy+4 У бф„ бф ds
В L

и при бф=О на L значение функционала, равное К, соответствует его мак­
симуму.

Задача об определении формы сечения призматического стержня, 
имеющего наибольшую крутильную жесткость при заданной площади се­
чения, может быть поставлена как вариационная задача о стационарном 
значении функционала (1) в области с подвижной границей при допол­
нительном условии

dx dy=F.
В

В соответствии с правилом Лагранжа для решения изопериметриче- 
ской вариационной задачи (2) составляем функционал

■ V=U~xfjdxdy,
В

(4)
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где X — некоторая постоянная. Вариации интегралов с переменной об­
ластью интегрирования рассматривались в (3_6). На этой основе устанав­
ливаем правила варьирования контурных интегралов. Для первой вариа­
ции функционала (4) при варьировании области получаем

6V=2 JJ (Аф+2) (бф-^фх бж—cpv бу) dx dy+ 
в

+2 J [ф(у»бфх-ж5бф!/+фг,8бд;-фхВб1/) + (4ф+фх2+ф!/2—X) (ys6;r—2s6z/) № 
L

где
бфх=<ЭбфМт—фх д$х!дх—ф„ д&у/дх, бф„=5бф/3у—фх дЬх/ду—фу д8у/ду.

Условию стационарности функционала (4) соответствует уравнение (2) 
в области, условие на контуре (3) и, кроме того, что весьма существенно, 
дополнительное условие на L

4ф+фх2+фь2=Х,

которое с учетом (3) можно записать в виде
ф„=с. (5)

Итак, для того чтобы при заданной площади сечения крутильная жест­
кость имела максимальное значение, необходимо, чтобы производная 
функции кручения по нормали к контуру была постоянна вдоль контура.

Результатом применения вариационного метода к функционалу в об­
ласти с подвижной границей явилось получение вместо условия экстрему­
ма интеграла некоторого дополнительного условия на искомой границе. 
К уравнению (2) и условию (3) присоединяется избыточное для обычной 
краевой задачи условие (5), подчинение решения которому определяет 
саму форму области. Задача определения границы становится так назы­
ваемой обратной краевой задачей. Методы решения некоторых задач тако­
го типа обсуждались в (7,8).

Для решения задачи о контуре, ограничивающем односвязную область, 
в которой существует функция, удовлетворяющая уравнению (2) и усло­
виям (3), (5), введем регулярную в этой области аналитическую функцию 
/(z) (комплексную функцию кручения (9)) так, что

Re/(Z) =ф(2:, у)+72(*2+У2)-
Условие для этой функции на искомом контуре

f (t) =t+ic dt/\dt\.

Если z=(o(£) есть отображение единичного круга |£|<1 на искомую 
область, то выражение

со(т)+ст o/(t)/|ci/(t) |, т=ехр i0, 0<0<2л,
должно быть граничным значением функции, регулярной внутри единич­
ного круга. Этому условию удовлетворяет функция со(£)=—с^: макси­
мальную крутильную жесткость имеет стержень кругового сечения. Этот 
результат находится в соответствии с теоремой, сформулированной Сен- 
Венаном в 1856 г. (10) и доказанной Полна и Сегё в 1945 г. (“).

В качестве более сложного примера обратимся к задаче о кручении 
стержня, имеющего цилиндрическую полость заданного очертания. При 
заданной площади сечения требуется определить внешний контур так, 
чтобы крутильная жесткость стержня с полостью была максимальной. 
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Пусть сечение стержня занимает двусвязную область В и ограничено на­
ружным контуром Ly и внутренним Л2, Fy и F2 — площади, охватываемые 
этими контурами, так что площадь сечения F==Fy—F2.

Первая вариация функционала

U= J J (4ф—<рх2—<р/) dx dy+2 J <рпф ds+2(f2 ( 2F2— J ф„ ds\ , (6)
ь ' l2 'В

где ф2 — варьируемый параметр, при фиксированной границе L=Ly+L2 
равна

6U=2 JJ (Аф+2)бф dx dy+2 J ф 6<pn ds+
В Li

+2 J (ф—ф2)6фп ds+2 \ 2F2— J фп ds) 6ф2 ' 
Lz L2

и необходимым условиям стационарности функционала соответствует 
уравнение (2), краевые условия

ф=0 на Ly, ф=ф2=соп81 на Ь2 (7)

и, кроме того, условие
' 2F2—J фп ds=O. (8)

Таким образом, функция ф(ад у), соответствующая стационарному зна­
чению функционала U, есть функция кручения для двусвязной области. 
Условие (8) обеспечивает однозначность смещений.

При условиях (2), (7) и (8) функционал (6) имеет максимальное зна­
чение, равное крутильной жесткости стержня с полостью

К=2 J J ф dx dy+2q>2F2.
В

В задаче о разыскании формы внешнего контура Ly, ограничивающего 
область, занимаемую поперечным сечением стержня, ослабленного по­
лостью заданной формы L2 из условия экстремальной жесткости кручения 
при заданной площади сечения F, рассматриваем функционал (4), где U 
согласно (6). Находим первую вариацию функционала в области с под­
вижной границей Ly

6Г=2 JJ (Аф+2) (6ф—фхбх—фу бу)dxdy+2 j" ф(у5 бх—xs бфу+
И . L,

+фа8 бх—фж, бу) ds+2 I (ф—ф2)бф„ ds+2 (2F, - I <pn tZs I бср2-Ь 

+ j (4ф+фх2+ф/—X) (у, бх-х, бу) ds.
Ь,

В качестве естественных условий вариационной задачи о стационарно­
сти функционала U получаем, кроме (2), (7), (8), дополнительное условие 
на подвижном контуре

фя=с. (9)

При разыскании внешнего контура дополнительное краевое условие (9) 
должно быть присоединено к уравнению и граничным условиям для функ­
ции кручения (2), (7), (8). Результат сохраняет силу и в случае, когда
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задан внешний контур и разыскивается контур, ограничивающий отвер­
стие. В этом случае условие (9) накладывается на внутреннем контуре. 
При варьировании обоими контурами условие (9) должпо выполняться 
как на одном, так и на другом контуре. Можно показать, что сечением, 
для которого функция кручения удовлетворяет этим условиям, будет коль­
цо, ограниченное двумя

Рис. 1. Очертания контуров се­
чений стержней максимальной 
крутильной жесткости 
ратной полостью при 
ных значениях Л /В:

0,9; 2 — 0,7

концентрическими окружностями. Этот результат 
соответствует теореме, доказанной в (lz).

Задача определения контура Li двусвяз­
ной области В с заданным внутренним кон­
туром L, из условия, чтобы в области сущест­
вовала фупкция, удовлетворяющая уравне­
нию (2) и условиям (7), (8), (9), введением 
комплексной функции кручения сводится к 
разысканию внешней границы Li двусвязной 
области, в которой существует регулярная 
однозначная аналитическая функция /(z), 
удовлетворяющая па контуре L2 условию

/(0+У(0 =2ф2+££

с квад- 
различ-

7, <7 —

и на неизвестном контуре L, условию

1 __ 1 с _ — г
/(£) = —-£f+ — (t dt—tdt)+ic \ \dt\.

2 2,1 J
<0

ность контура Л2 и
тура Li

Решение можно получить введением отоб­
ражения внешности круга |§|>1 на внеш- 

впешности круга |£|>1 на внешность искомого кон-

п п
b&~h, <D2(g)=HgJ^ а0=&0=1;

h=6 к = 0

здесь коэффициенты ак заданы, коэффициенты Ьк разыскиваются; дейст­
вительные постоянные А и В определяют масштаб.

Используя методы теории функций (13, li), задачу можно свести к не­
линейной системе уравнений относительно констант Ьк.

На рис. 1 показаны результаты расчета, выполненного П. Н. Онопри­
енко; в расчетах удерживали коэффициенты а0, щ, as; be, bt, bs.
Новосибирский электротехнический Поступило
институт 30 I 1975
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