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О РЕГУЛЯРНОСТИ ГРАНИЧНЫХ ТОЧЕК ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ 
II КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 12 III 1975)

Для уравнения теплопроводности необходимые и достаточные условия 
регулярности граничных точек даны в (‘).

Если коэффициенты при старших производных линейного параболи­
ческого уравнения 2-го порядка равномерно удовлетворяют логарифми­
ческому условию Дини, то, как доказано в (2), условия регулярности для 
такого уравнения и уравнения теплопроводности совпадают.

1. Рассмотрим уравнение

Llu=aik(t,x)ux.Xk+b'(,t, х)их. +c(t, х)и—ut=0, (1)

определенное в некоторой ограниченной области D (п+1)-мерного про­
странства Hn+i точек (t, xh x2,..., хп). Предполагается, что для коэффи­
циентов уравнения выполняются условия

|Ь’(г, z)|<Co, |c(i, (2)

\aik(t,x) — aik(x, y) |=s£<p(V|£—rl + k—z/|2), rfp<oo. (3)
о P

где Co, а, и — положительные константы, tp(p)—неубывающая на 
(О, р0) функция от р.

Для уравнения (1) рассматривается задача Дирихле с непрерывной 
функцией, заданной на собственной границе Г (£>) области D.

Введем следующие обозначения и определения.
Пусть Оь(С, х°) — 6-окрестность точки (t°, х°).
Определение 1. Точка (i°, ^°)еГ(£)) называется регулярной 

по Винеру относительно задачи Дирихле, если для любой 
непрерывной функции /, заданной на Г(£>), для винеровского обобщенно­
го решения uf(t, х) имеет место равенство

lim U;(i, a:)=/(i°, х°). (4)
((, X»)

Пусть имеется класс П параболических операторов вида Lt. опреде­
ленных в D и удовлетворяющих условиям (2) и (3).

Определение 2. Точка (i°, г’')еГ(Д) называется равномерно 
регулярной для задачи Дирихле относительно этого 
класса П, если существует положительная функция Я(р), 0<р<ро, 
стремящаяся к нулю при р->-0, со свойством: для любого е>0 найдется 
6>0 такое, что, каковы бы ни были область D'~D, лежащая целиком в по­
лупространстве КС, и оператор ЕКП, для ограниченного в D решения 
u(t, х) уравнения (1) из

, ИI r(D ')ГЮе (t°, х°)^=0 (5)
следует

wlo'noj t’l + lx—х°1г). (6)
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Рассмотрим функцию

G(t-T, х—у) =

1 J 2
(i-т)-п/2 ехр [~~4^-т) ] ПрИ i>T’

при Z^r.О
Пусть Е — S-множество из Rn+i, целиком лежащее в полупространст­

ве t<t°. Назовем меру ц на 5 допустимой, если

J G(Z-t, ж-у)йц(т,г/)^1 при (t,x)e=E. (7)
Е

Число
7 (Е, ?, ж°) =sup J G (Z°-t, х°-у) dp,(г, у),

Е

где верхняя грань берется по всем допустимым мерам, называется п о- 
тенциалом множества Е относительно точки (Z°, ж°).

Определим две последовательности чисел {рт} и {тт}:

Ро

Пусть

1 Pm
’ , Pm-t-1 = — ~;

2 Vllnpml
4итт|1п Тт | =pm2.

(8)

(9)

(Z°, ж”) еГ (5), n=max (n, 3),

Z(m — цилиндр | x~xa | <pm-5, Z°—Tm</<Z0;

Д™1 — цилиндр | ж—ж°|<ри, t°—тт+1;

Д™2 — цилиндр | ж—ж°| <pm+H, Z°—Tm+^t<t°.

Пусть, далее, Da — область, содержащаяся в D, пересекающая собст­
венную границу цилиндра Цт,

От°=БД\Цт, Ет=СБКЦт1, ц(Ет, t°, ж0) =ym°

Лемма. Пусть в БД определено положительное решение u(t, х) урав­
нения (1), непрерывное в БД и обращающееся в нуль на той части собст­
венной границы БД, которая лежит строго внутри Цт.

Тогда
sup и> (1+pYm0) sup и ,(10)

1>т2
при т>та, где т]>0 и пг0 зависят только от коэффициентов уравнения и п.

Эта лемма доказывается с помощью барьеров, построенных в (3).
Обозначим через Ат полосу t°—Tm^t<t°—тт+1 и пусть

Пт=СБПАт, у(Нт, 1°, х°)=цт.

Теорема 1. Пусть точка (Z°, ж’)еГ(П) и в D определен оператор Li, 
удовлетворяющий условиям (2) и (3). Для того чтобы точка (Z°, ж°) была 
регулярной по Винеру относительно задачи Дирихле, необходимо и доста- 

се
точно, чтобы ряд Е Ym расходился.

тп— 1

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1 ряд цт расходится.

Тогда точка, (Д, ж°) будет равномерно регулярной в смысле определе­
ния 2и в качестве О(р) можно выбрать функцию

О (р) =ехр [ —NiS (In | In р |) ], (И)
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где
HJ

5(i)=Eym’
т= 1

.V,>0 — константа, зависящая только от п.
Эти теоремы доказываются с помощью приведенной выше леммы.
2. Рассмотрим квазилинейное уравнение

L2u=aik(t, k)ux. Xk+b(t,x, и, Vm)— щ=0, (12)

коэффициенты которого удовлетворяют условию (3) и, кроме того,

(13)

\b(t,x,p,q) 1«£ц(р) 1?12+С,, J p(p)<7p<oo, (14)

О

где С1 — положительная константа.
Пусть выполнено следующее
Условие А. Для каждой функции u(t, х), имеющей 2 непрерывные 

производные по х, и одну по t, функция Bit, x)=b(t, х, u(t, х), У7иЦ, х)) 
в D равномерно удовлетворяет условию Дини.

Рассмотрим для уравнения (12) задачу Дирпхле и введем определения 
регулярности граничных точек, идентичные определениям 1 и 2.

Теорема 3. Пусть точка (В, .т°)еГ(/)) и в D определен оператор Ь2, 
удовлетворяющий условиям (3), (13), (14) и А. Для того чтобы точка 
it0, ж0) была регулярной по Винеру, необходимо и достаточно, чтобы ряд

У "f„, расходился, где ч,„ имеет тот же смысл, что и в теореме 1.
• ? = 1 оо

Теорема 4. Пусть в условиях теоремы 3 ряд £ Ут расходится.
т = 1

Тогда точка (t°, х°) будет равномерно регулярной и в качестве Q(p) 
чожио выбрать функцию

Q(p)=exp[—2V2S(ln|lnp|) ], (15)

■'де S(t) имеет тот же смысл, что и в теореме 2, а Л\>0— константа, за­
висящая только от п.

Следствие. Условия регулярности граничных точек для линейного 
сравнения (1) и квазилинейного уравнения (12) совпадают с условиями 
регулярности для уравнения теплопроводности.

В заключение автор считает своим приятным долгом выразить глубо­
кую благодарность А. А. Новрузову за руководство, Ш. А. Алимову, пноф. 
В. А. Ильину и проф. Е. М. Ландису за полезное обсуждение данной ра­
боты.

Азербайджанский институт нефти и химии Поступило
им. М. Азизбекова 5 III 1975
Баку
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