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1. Формулы среднего значения для регулярных решений уравнений
u//+ji2u=0; (1)

Au+p,2u=0 (2)

хорошо известны и имеют соответственно вид
[u(z/+r)+u(y—r)]/2=u(y) cos рт, (3)

J u(a;+0r) d&=u(x} J (N-2)/2(rp.) I (гц)<л"2,/2, (4)
4,2

где $ — интеграл по углам, TV — число измерений, Д(£) — функция Бессе- 
п

ля порядка v. Формулы (3) и (4) систематически использовались 
В. А. Ильиным в работах, посвященных спектральным разложениям по 
собственным функциям оператора Лапласа (см., например, (*,2)). Для соб­
ственных функций полигармонического оператора формула среднего значе­
ния была получена И. А. Шишмаревым в работе (3); для собственных 
функций самосопряженного дифференциального оператора с частными 
производными второго порядка формула среднего значения установлена 
автором (4).

В настоящей работе будет получена формула среднего значения для 
регулярного решения обыкновенного дифференциального уравнения по­
рядка п

и(я)+ая_2(а:)й("_2’+ая-з(а;)й1"_3)+ ... +а0(х)й(х')+Хй=и, (5) 

позволившая В. А. Ильину в (s) перенести на это уравнение метод, разви­
тый в (*,2).

Отметим, что уравнение общего вида порядка п
pn(x)u(n’>+p„-i(x)u{n~i)+p„-2(x)u{n~2}+ ... +ра(х')й (x)+Xp(z)w=n

при условии, что Pntx), р(х) сохраняют знак на (а, Ь) и принадлежат 
классу С(п)(а, 6), a p„-t (x)^C{n~v (а, &), приводится путем замены пере­
менной и замены функций й(х) и и (х) к виду (5) на интервале (а, Ь). 
Формула среднего значения для регулярного решения уравнения (5) яв­
ляется обобщением формулы (3) и носит асимптотический характер при 
Re | Im ц | <С, где

[ (—1)"/2(—X) ]1/я, если п четно;
если п нечетно, ImX^O; (6)

(ein/2X) 1/п, если п нечетно, Im Х<0.
Под степенью 1/п числа re4", где г^О, — л/2<<р<Зл/2, понимается вы­
ражение (ге(ф) 1/"=г1/пг.ф/п_

В дальнейшем предполагается, что рп(х)/(з(х') —действительная функ­
ция на (я, b), a pn-i(x), рп-2(,х),..., pt(x) могут быть и комплекснознач- 
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выми. Поэтому ап-2(х),.. . , а0(х) также могут быть комплекснозначными 
на (а, Ь). Мы потребуем, чтобы ^С{к+1) (а, Ь). Кроме того вид фор­
мулы среднего значения не изменится, если а* зависят от ц, но при этом 
должны быть выполнены условия

д'ак I
— /=1,2,...,*+/, *=0, ...,п—2.
ах1 I

Формула среднего значения, которая будет получена в дальнейшем, 
справедлива и для сопряженного к (5) уравнения

(—1)’,г;<’‘,+ (—1) "_2 (а„-2г0 (”-2,+ (—i)n~s(dn-sv) 1п_3)+ ... +al)v+kv=v1
(6') 

причем акУА-С,л ':1 (а, Ь), черта над ак(х) означает комплексно-сопряжен­
ное выражение.

2. Вывод формулы среднего значения. Наметим схему вы­
вода формулы среднего значения для уравнения четного порядка

п(2’!)+а2п_2й,2"_2,+ • • • +аай— ( —l)np2nu=u, (7)
где ак(х) *=(АК+1' (а, Ь), а ц определено согласно (6).

Для оператора Ф12п>—(—1)’'ц2,‘Ф запишем фундаментальное решение 
в виде

с п~1ф w = "^{sin и w ~ и Ahe'^:l' }’

где 1—х—у, ah=e,:ili/n, k=i, 2,..., п—1, Ак — постоянные, которые одно­
значно определяются из системы уравнений

^2 Ак(1ак) 2"'-1=( —l)m; 777=1, 2...., 77— 1.
я—1

С = */21(-1)’1-1 - V.1, ( }

Рассмотрим функцию

COS цг

n—1
Ah ^g«pKx(IC-r)_|_g-inaR(|i|-r) j 1

2 COS ЦГ J

Справедливы следующие равенства для G(t):

Gw (г) =0, *=0, 1,2,..., 2тг—2;
G12”-1’ (r) =‘/2 cos |ir.

Кроме того, G(t) удовлетворяет уравнению
Of г Я(2п-2) (f\

с™- (_d VnG=6 w +----- [ * 12 у AkiakTk +
COS Ц7- L Ц ' A—I

^Ak(iakyTk+...+8(t) y^AkTk(iaky”-1 ]

(8)
(9)

+ б(2и-4)(0 п 1
2п—4

где 7\=cos (цоцг)—cos цл.

(10)
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1 Если применить формулу Грина к функциям й и G(xy), а также 
учесть равенства (7) -^—(10), то получим после некоторых преобразований

й(у+г)+й(у-г) 
-------------------------- =u (#)cos У 7/{Лк-г

2 '' ..1
к=1

(11)

где

. . - И — 2 ■
М-

l==)

n-2 j-1

+л*Е£
j=0 1^.0

+----- Ah V1 —f йеЧи1кК dx------( и (х) eiita‘tM dx+
2 Zjir-N 2ц2"-1 J

2 “-9 у—г у—г

А„ (iah)2i+l Т . )
V Хг~—J &2i+1sgn^e’1*“'=l‘lfc [;

М у-Т

здесь bi (х) представляет собой линейную комбинацию функций ауГ (ж), 
где /=0, 1, 2,..., A; k=0, 1, 2,..., 2п—2.

Применяя формулу (И) при r=R=R0, НДц), /?2(ц),..., 7?(„-2)/2(ц). 
где R такое число, что (y—R, y+R)<=(.a, Ъ), а

R „ / х R 11
(2n2y^Rj^^~(2^y 10 ’ —,

получим систему уравнений, из которой найдем Xk(r, у, ц). Найденные 
Хк подставим в формулу (И). При этом получится формула, которая спра­
ведлива при r^R/ (2п2\ п/2, | Im ц | <С. | Re р | ^С, имеет вид

w(l/+r)+u(y-r) ~ 1 ,пч~/ от ,
•----------- z------------ = и (у) cos цг + — (Pt+sgn <P2)w (я:)аа:+

2 ц. J
У—Г

п—2
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1

2п —2 (П—2)/2 3

+ Е Е EFj+3'm'a“(m)(2/+7?ja)’
m=o a~i

где Pi, Р2, Рз — определенные выше функции, для которых справедливы 
оценки 

I I,Р(х, у, г, p) <Clp|“, Р=О, 1, 2,..., I,
I дх' I

где г/е (а,, bQ, х^ (у—г, у+г), (а,—Я, b3+R) (а, Ь).
Для функций Qi, Q2, Qs справедливы оценки

I dflQ г,.! ( Ciplpe^a'glG1|_r), Iprl^
—-~-(x, y,r,R, p) «S I

I дх{ I I Cip^e ■ 1 L|pr|_, |pz-|<

где a>0, i/e(ai, &4), t удовлетворяет неравенству 
=2Я/(2иI 2 3)n/2.

I рг! >1,
IргI< 1.

где у^(а.„ bt), \x—y\^R, п Яд=ЯДр), T?i2=0, Ri3=—ЯДр).
В случае нечетного п формула имеет такой же вид, если коэффициен­

ты уравнения ak(x) ^Ci>,+!^r,\ Если же коэффициенты то форму­
лу среднего значения можно получить аналогичным методом, что предпо­
лагается сделать при более подробной публикации.

В заключение автор выражает благодарность проф. В. А. Ильину за 
постоянное внимание и обсуждение данной работы.
Московский государственный университет
им. М. В. Ломоносова
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Кроме того, для Р и Q справедливы оценки

IQ
^1~Г’ У-^Ь,), \х-у\^г,

I ц I

(12)

(13)

Л=

, (14)

(15)

а

I СI --------- е-«1ц|(К1-ч I
) W

' I р I 
где ye(a„ bQ, R^t^r, r^R/2(2n2)n'2.

Для функций F„ справедлива оценка

{ Сг_.м’м.,

x—y\^R, и Rjs=R}(y,), Rj2=Q, R.

| к

V16)

Поступило
24 III 1975
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