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Пусть всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, 1^р^о°, 
0<а<1, 7’5=0 целое. Как обычно будем говорить, что измеримая
2л-периодическая функция /(ж) принадлежит классу Л'Д" , если она име­
ет r-ю производную /<г> (г) еАр, удовлетворяющую условию Яр(/(г);а)< 
<°°, где

при 0<а<1,

Известно, что классы С. М. Никольского Яр^ являются банаховыми 
пространствами с нормой

11/11н-=11/11г+а;р=11/11р+ЯР(Г;а), ||/IIp=II/IIs. (1)

В дальнейшем будем считать, что HP’>=LP, L^=C, Я«,(/; а) ==Я(/; а).
Обозначим через ЗбД множество всех тригонометрических полиномов 

порядка не выше п. Ниже существенным образом используется следую­
щая хорошо известная (*)

* Через ак обозначаются вполне определенные постоянные, не зависящие от п.

Теорема. Для принадлежности функции f(x) к классу ИД3 необ­
ходимо и достаточно, чтобы En(f) P^aon~r~a, l=gpsC°o, п=1, 2,..., где*  
Еп(Д) р — наилучшее приближение f(x) полиномами из ЖД по метрике LP.

Пусть Яп(/)?; Р — наилучшее приближение функции Дх) полиномами 
из ЖД по метрике пространства НД, 0<(3^1. Справедлива

Теорема 1. Для того чтобы Дх)^1ДД , необходимо и достаточно, 
чтобы при любых р, 0<р^ 1, выполнялось неравенство

ЕпДД Ps^aln~r~a+\ г+а>ф, «=1,2,...
Следствие. Если Д,х)^Нг^3 , то существует полином ТДхД^ЖД 

такой, что при любых 0<р^1 и k=0, 1,.. . ,г справедливы оценки 

||/(ft)(a:)-T„('t)(x) ||₽;р^а2Яр(/<г); a)«-r-a+’'^, r+oc5=fc+p, ге=1, 2,...,
(2)

которые на всем классе НД3 неулучшаемы в смысле порядка. 
Отметим, что при р=°°, к=0 из (2) следует лемма 1 работы (4). 
Рассмотрим сингулярный оператор с ядром типа Гильберта С)

j iх
7W(/;x) = —J/(f)ctg —Л, (3)

о
где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши — Лебегу. 
Как показал М. Рисе (см., например, (s), стр. 566; (7), стр. 404), I явля­
ется ограниченным оператором в пространстве LP с обычной нормой при 
любых 1<р<°°. При 0<а<1 из соответствующих результатов И. И. При­
валова и А. Зигмунда о свойствах сопряженных функций (см., например,

1293



(6,7)) вытекает ограниченность оператора I в пространстве Н„а. Следуя 
этим результатам и используя приведенную выше теорему С. М. Николь­
ского и известные теоремы вложения Я-пространств (1_3), можно дока­
зать следующее утверждение.

Теорема 2. Сингулярный оператор 1 является ограниченным опе­
ратором:

а) из Нр‘ в Нр'‘ при Kp<pl^<x>, 0<k=l— (1/р—l//?i) <1;
б) из Нр в НР‘1 при 1<р,^р^°°, 0<Л^1, где нормы в пространствах 

Нр1 и IIР‘' вводятся по аналогии с (1).
Следствие. Для того чтобы функция j{x')^H'pJ' , необходимо и до­

статочно, чтобы 1(Д, х) х , Кр^оо.
Далее, пусть Sn — оператор Фурье, ставящий в соответствие каждой 

функции j(x)^Lp, l^p^oo, n-й отрезок ее ряда Фурье по тригонометри­
ческой системе. Из соответствующих результатов А. Н. Колмогорова, 
С. М. Никольского, Л. Фейера и А. Зигмунда по рядам Фурье (см., напри­
мер, (8); (6), стр. 115, 553; (’), стр. 115, 423, 588) следует

Лемма 1. Для любых натуральных п
II5JI p = ll*S' n||£p_>L5=Hp, 1^р^°°,

* Соотношение A: X-^Y означает, что А — линейный оператор из пространства 
X в пространство Y.

** При Х=2п существует (см., например, (7), гл. X) целое семейство полиномов, 
интерполирующих /(ж) в узлах (1). Здесь т) означает тот полином пз этого
семейства, норма которого минимальна в L2(0, 2л).

где
0</lp=const<°° при 1<р<°°; А2=1;

4
Ар = — 1пп+0(1) при р=1 и р=х>.

л2
Из теорем 1, 2 и леммы 1 следует
Теорема 3. Пусть f(x)^HtPa , r+a^$, 0<р«С1. Тогда для любых 

натуральных п справедливы оценки

а А< -гаГ3+£? HP(fT); а),

\\If-ISnf\\,.P < Нр (Г; , 1<Р^°°,

которые на всем классе Нгр'а неулучшаемы в смысле порядка.
Следствие. При любых 0<ф«С1 и натуральных п

||5„||=О(Ар), Sn:H^Hp\
||/5„||=(9(Лр), ISn:H^HA, 1<р<«>*.

Далее, пусть Рп — оператор, который каждой функции /(я)еС ставит 
в соответствие ее тригонометрический интерполяционный полином Лаг­
ранжа Pnf=Pn(f; х) степени п= [.V/2] по узлам **

xk—2kn/N, k=l,...,N. N=1,2,... (4)
Лемма 2. Для любых и=[Л72], А’=2, 3,..., справедливы оценки

где
^PJlp^l^00, l^p, \\PAc-.Lp=Bp, l^ps^oo,

0<5p=const<°° при Kp<oo; B2=i',

2
л

4 2
In п+О (1) С — + — In 

л л
при

N~2n + 1

1пге+О(1) при р=1.
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Отметим, что при N—2и+1, р=°° оценка для Вр следует из соответст­
вующих результатов С. М. Никольского (8) и В. В. Иванова ((9), 
стр. 151).

Лемма 3. Для любых n=[2V/2], N=2, 3,..., справедливы оценки

1<р, Ц/Pnllc^^Cp, IC/Xoo,
где

0<CP=const<°o при 1<р<оо; С2=1;

2 / 2 \ 4 N—2п 2 /2 \
— In (— Л ) — +-------- ■ + — In(—N ) при р=°о-
л \ л / л п л \ л /

2 
Ср — — 1пп+0(1) при р=1.

JT

Лемма 4. Если Т п(х)^Эёпт, то для любых 0<р®С1, fc=0, 1,...
Hp(T^-^^2l-V^\\TJP, Тр} =Тп, га=0,1,...

Следствие. Если 0<р^1, то для п=1, 2, .. .

||5я||^апЛр, ||Р„|| ^<хРВр, ||7Рп||<а„СР, а,1=1+21_‘Щ?,
где Sp.Ll-+Hp\ Рп-С-+Н/, 1Рп-.С-^Н/,

Теорема 4. Пусть f(x)^Hr^a . Тогда при r+a.^zk+$, O^p^l, /с= 
=0,1,..., г для любых тг=[Л72], N=2, 3,..., справедливы оценки

а), 1Ср^«>;
\\{IiYh}-{lPnjYk%-P^aeCPN-r-а), 1<р^~,

которые на всем классе неулучшаемы в смысле порядка.
С л е д ст в и е. Для любых натуральных n=\N/2], N=2,3,...,

\\Рп\\=О(Вр), \\IPn\[=O(Cp), Рп, IPn;HJ+Hp\

l^p^oo, 0<Р<1.

Заметим, что из теоремы 4 и лемм 2—4 при к=0, р=0, р=°° получаем 
оценки, из которых в свою очередь, следуют соответствующие результа­
ты работ (4,э_12) по квадратурным формулам для интегралов вида (3).

В заключение рассмотрим краевую задачу для сингулярного интегро- 
дифференциального уравнения (ь):

m h ( 'l 2л t_
У |gtU)(fw(a:)+ j ctg <pw (t) dt +

й = 0 0

+ ^J ММ)ф<А)(0^} =/(*); (5)

Ф<^ (0) (2rr), k=0, (6)

где am, bmeEH^a; f, a,„ bk^Hpa, k=0, 1,..., m—1; h^Hpa, k=0, 1,..., m,~ 
заданные 2л-периодпческпе функции, ф (ж) — искомая функция, а сингу­
лярные интегралы понимаются в смысле главного значения.

Пусть далее всюду Кр^°°, l=Sg<°°, p~l+q~l = l, 0=sp<a=Sl, причем 
р^=<х> при Р=0, а [3=0 при р = °°. Обозначим через !' И ■ и Ф = /1Р н ба­
наховы пространства с нормами соответственно

m
||/1Ь;р=11/11р + —Яр(У; Р), Нф11™+₽;р= У, !1ф('1) Ikp-

q *=*=*h=Q
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Тогда в силу теоремы 2 задача (5), (6) эквивалентна операторному урав­
нению Kxp=f, <реф, f^F, где К\ &-+F. Приближенное решение последнего 
уравнения ищем в виде полинома <рп—(Рп(^), который определяем как ре­
шение уравнения

Q„£<pn=fn, Ф»еХгсф, fn=Qnf^nT^F, п=1,2,..., (7)

где Qn=Sn для метода моментов и Qn=Pn для метода коллокации (при 
дополнительном условии /, щ, bf„ h^H^a, k=0, 0<a=Sl). G по­
мощью теорем 1—4, лемм 1—4 и результатов работ (10, “,13) доказывается 

Теорема 5. Пусть при am2(s)+&m2(s) =^0, ind(am+ifrm)=0 задача (5), 
(6) разрешима в Ф при любой правой части f^F.

Тогда для всех п, начиная с некоторого, уравнение (7) разрешимо так­
же при любой правой части и его нормальное решение <р„° сходит­
ся к нормальному решению ф° задачи (5), (6) по норме пространства Ф. 
Если кроме того ср°еЯ^+! , то

||ф°—фп°11т+Р; P=O{Dpn~1^), 1>£, Кр^оо, о^^1, (8)

где DP={A^ при Q„=S„; Вр+Ср при Qn=P„}.
Следствие. Если h^HJ, l>$, k~0,...,m, то в условиях теоре­

мы 5 квадратурно-интерполяционный метод (14) решения задачи (5), (6) 
сходится в пространстве Ф со скоростью (8).

Отметим, что теорема 5 содержит в себе как следствия многие из ранее 
известных результатов по проекционным методам решения сингулярных 
интегральных и интегродифференциальных уравнений (см., например, 
с-11,14,15)).
Казанский государственный университет 
им. В. И. Ульянова-Ленина

Поступило
20 I 1975

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 С. М. Никольский, Тр. Матем. ин-та АН СССР, т. 38, 244 (1951). 2 С. М. Ни­
кольский, Приближение функций многих переменных и теоремы вложения, М., 1969. 
3 В. А. Андриенко, Итоги науки, сер. Матем. анализ, 1970, М., 1971, стр. 203. 4 Б. Г.
Габдулхаев, В сб. Тр. Международн. конфер. по конструктивной теории функций, 
Варна, 19—25 мая 1970 г., София, 1972, стр. 35. s Н. И. Мусхелишвили, Сингуляр­
ные интегральные уравнения, М., 1968. 6 Н. К. Бари, Тригонометрические ряды,
М., 1961. 7 А. Зигмунд, Тригонометрические ряды, т. 1, 2, М., 1965. 8 С. М. Ни­
кольский, Изв. АН СССР, сер. матем., т. 4, № 6, 509 (1940). 9 В. В. Иванов, Теория
приближенных методов и ее применение к численному решению сингулярных ин­
тегральных уравнений, Киев, 1968. 10 Б. Г. Габдулхаев, ДАН, т. 179, № 3 (1968).
11 Б. Г. Габдулхаев, ДАН, т. 179, № 2 (1968). 12 D. Gaier, Konstruktive Methoden in
konformen Abbildung, Berlin - Gottingen - Heidelberg, Springer, 1964. 13 Б. Г. Габ­
дулхаев, Изв. высш, учебн. завед., Матем., № 6 (109), 15 (1971). 14 Б. Г. Габдул­
хаев, Там же, № 11 (114), 33 (1971); № 4 (119), 32 (1972). 15 В. А. Золотаревский,
Автореф. канд. дисс., Кишинев, 1974.

1296


