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В классе всех перемещений массы на произвольном (метризуемом) 
компакте выделяются так называемые перемешивания, при реализации 
которых количество массы на каждом борелевском множестве не изменя­
ется. Доказывается, что определяемое каждым таким перемешиванием би­
нарное отношение предельной связи точек компакта является симметрич­
ным. Этот результат дополняется примером нетривиального перемешива­
ния, при котором отношение конечной связи антирефлексивно и 
антисимметрично, т. е. бинарное отношение непосредственной связи не со­
держит конечных циклов.

1. Рассмотрим произвольный (метризуемый) компакт Q и о-алгебру BQ 
его борелевских множеств. Перемещения массы на Q задаются (см. (*~4)) 
конечными неотрицательными о-аддитивными по каждому аргументу 
функциями ф: BQ/J3Q-+R+ со значениями ф(е, е'), указывающими, какое 
количество рассматриваемой однородной массы перемещается с каждого 
множества е^В$ на каждое множество e'^BQ. В частности, перемещение 
единицы массы из точки x^Q в точку y^Q характеризуется функцией 
ф.То, й1), принимающей значение 1, если хй<=е и уА=е', и значение 0 в про­
тивном случае. А любое перемещение с конечным носителем является по­
ложительной комбинацией указанных простейших перемещений. Особо вы­
делим элементарные /^-циклические перемещения

Лх,х2...хй=фх1хг+фх2х1+ • ■ • +'фх,А_1хл+ фх^х,, (1)

отвечающие всевозможным /с ЭИ попарно различным точкам из Q.
В случае произвольного перемещения ф будем говорить, что точка 

непосредственно связана с точкой y^Q, и обозначать это сим­
волом х\у, если упорядоченная пара (х, у) принадлежит носителю N (ф) 
соответствующей функции ф, т. е. для любых окрестностей ex^BQ и £,£1^ 
точек х и у имеет место неравенство ф(ех, ей)>0. Из этого определения 
следует, что при ф(е, e')>Q всегда найдется точка х^е. непосредственно 
связанная с некоторой точкой у^е'. Если при перемещении ф для некото­
рых А>1 точек х,, х2,..., хк из Q справедливы соотношения х^хА ... 
. . . то говорят, что это перемещение содержит конечный цикл.

Следующие два бинарных отношения на Q являются транзитивным и 
непрерывным транзитивным расширением введенного непрерывного бинар­
ного отношения непосредственной связи. Говорят, что при перемещении ф 
имеется конечная связь точки x^Q с точкой y^Q, и обозначают это 
символом х "ф у, если найдутся такие точки xt, х2,..., xh из Q, что 
х=ж11а:21‘ ...\хк=у. Если же для любого е>0 найдется /с=А:(е) пар хАу3 
таких, что

k-i
r(x,a:1)+ ^r(ys,xs+l)+r(yk,y)<e, (2)

$ — 1
где г — некоторая фиксированная непрерывная метрика на Q, то говорят, 
что при перемещении ф имеется предельная связь точки x^Q с 
точкой y^Q. В последнем определении, очевидно, требование х.Ау„ можно 
заменить более слабым хк ys.
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При реализации каждого перемещения ф изменение распределения 
массы на Q характеризуется о-аддитивной функцией

<рф(е)='ф(<2, е)—ф(е, Q), e^BQ. (3)
Интересующий нас класс П<? перемешиваний массы на Q состоит из пере­
мещений л, для которых фя(е) =0 при всех e^Bq.

Простейшими перемешиваниями являются выделенные выше элемен­
тарные 7с-циклические перемещения (1). При этом, как нетрудно прове­
рить, если леЩ имеет конечный носитель, то оно представимо в виде по­
ложительной комбинации некоторых элементарных /^-циклических пере­
мещений. Это означает, в частности, что порождаемые указанными переме­
шиваниями бинарные отношения 'Ц' конечной связи являются симметрич­
ными. Соответствующая характеристика введенных бинарных отношений 
для общего случая содержится в следующих утверждениях.

Теорема 1. Порождаемое любым леП<, бинарное отношение пре­
дельной связи является симметричным.

Теорема 2. Если компакт Q содержит подмножество Q', гомеоморф­
ное канторову совершенному множеству, то найдется леП?, при котором 
каждая точка x^Q' непосредственно связана с некоторой точкой y^Q', но 
на Q не существует ни одного конечного цикла, т. е. бинарное отношение 
конечной связи антирефлексивно и антисимметрично.

2. Доказательству теоремы 1 предпошлем две леммы.
Лемма 1. Пусть леП(; имеет конечный носитель, т. е.

(4)

где с<>0, dv>0 и среди хС, хЯ, . . . , Xk„ ни при каком v = l........п нет сов­
падающих.

Тогда каждое Ni={y: (xt, y^^N^n,
мере одно v такое, что Ci~ln(Q, Q'j'Szky.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (4) и определения множеств Nt вытекает, что 

v v хч )} содержит по крайней
12 k

тл п

v=l veNtг = 1

и, следовательно,

л (Q, Q) = У cl..kv у dvkv^Ci min k
v—1 veiV;

откуда получаем существование требуемого v.
Замечание. Каково бы ни было конечпое разбиение {е,}^ компак­

та С/ на попарно непересекающиеся борелевские множества, каждое ~еП(. 
индуцирует на 7={1, 2,..., т} некоторое перемешивание Я, при котором 
л (ё, ё') =л ( [J е;, Ц е;) для любых подмножеств ё и ё' множества J. Если при 

этом л(е,„, eio)=c>0, то на основании леммы 1 в J найдется С)
таких элементов U, г2, . .., й, что р=/о, б,=г'о и л({i.J, =л (е,„ е,„,)>0.
Но тогда при любом s= l,..., к—1 найдутся такие х„<=е,, и уя^е>„., что 
л Л у...

Л е м м а 2. Если при теЩ точка x^Q непосредственно связана с от­
личной от нее точкой y^Q, то для любых непересекающихся замкнутых 
окрестностей ех и еу этих точек найдутся такие х'<^ех и у'^еу, что у' х'.

Доказательство. Так как х\у, то л(ех, ey)=c>Q. Рассмотрим та­
кую последовательность разбиений компакта Q, что ed=ex, e2v=ev,
diam е,v<v_1, г=3,..., mv, v=l, 2,. .. На основании замечания к лемме 1 
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можно утверждать, что для каждого из этих разбиений найдется 
^c~ln(Q, Q) таких пар х,'\у,', что

У^-~ ех, г (у s , ^r4+i) <v , s=l,..., kv 1, v— 1,2,...

Выберем подпоследовательность v3 так, чтобы все kvj были равны одному 
и тому же к и при этом подпоследовательности xsv' и у/7 сходились к неко­
торым х3 и ys. Эти предельные точки, очевидно, удовлетворяют соотноше­
ниям х^еу, ук^ех, xl\yi=x2]yz= ... =xh\yK. Следовательно, в качестве 
искомых могут быть приняты точки х'=ук и у'=Х1.

Доказательство теоремы 1. Пусть при леП^ точка x^Q пре­
дельно связана с точкой у—Q, т. е. для любого е>0 найдется к=к(ъ) 
пар xs]y3, удовлетворяющих условию (2). Но тогда в силу леммы 2 най­
дутся такие пары у/ Д х/, что

r(ys, У.')<к~1&, г(х„ х„')<к-'&, 5=1, ...,к, 
следовательно,

к
г (у, Ук) + (я/, y.-i) +r(Xi', х) <3е.

Так как при этом е>0 может быть взято сколь угодно малым, то при рас­
сматриваемом зеЩ точка у предельно связана с точкой х, что и требова­
лось показать.

В заключение этого пункта приведем простое следствие доказанной 
теоремы, которое нам потребовалось при исследовании одной конкретной 
задачи, но установить его непосредственно не удавалось.

Пусть на компакте Q задано непрерывное отношение порядка, опреде­
ляемое замкнутым множеством M^QXQ. С его помощью в классе O+(BQ) 
всех неотрицательных о-аддитивных функций <р: BQ-*-R+ вводится следую­
щее отношение предпорядка: ф1^=ф2, если найдется перемещение ф с но­
сителем для которого определяемая по формуле (3) о-аддитивная
функция фф совпадает с ф2—фь Требуется показать, что введенный пред- 
порядок в действительности является отношением порядка.

Из теоремы 1 и предположений относительно М вытекает, что если но­
ситель 7V(n) некоторого зеЩ содержится в М, то при этом перемешивании 
каждая точка x^Q может быть предельно и тем более непосредственно 
связана только сама с собой, т. е. N(n) содержится в диагональном мно­
жестве Р= { (Х, Х) }XeQ.

Предположим теперь, что для некоторых ф1 и ф2 из 0+(5Q) справедливы 
соотношения ф1^=ф2 и ф2^=ф!. Тогда найдутся такие перемещения ф, и ф2, 
что N(ф1) иЛДф2) <=М и ф^,+ф^2= (ф2—Ф1) + (ф1—фг) =0, т. е. л=ф1+ф2 явля­
ется перемешиванием с носителем из М. Но тогда, как отмечалось, 7У(ф,) U 
U7V(if)2) =ZV(n) <=D и, следовательно, ф^,=ф^=0, т. е. ф1=ф2, что и требова­
лось показать.

3. Для доказательства теоремы 2, очевидно, достаточно привести соот­
ветствующий пример для случая, когда компакт Q совпадает с канторовым оо 
совершенным множеством, т. е. состоит из вещественных чисел а=223_!а„ г=1 
где а,е{0, 1}. Сопоставим каждой такой троичной дроби двоичную дробь со
o(a) = S 2~'а. и лебегову меру ц с /?[0, ц перенесем на полагая ц(е) = 

=ц(о(е)), ее5Ф
Предположим теперь, что найдется гомеоморфизм / компакта Q на себя, 

при котором

Ц(/(е))=Ц(е), e^BQ, f(a)^a, a^Q, v=l, 2,...
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Нетрудно проверить, что тогда в качестве искомого можно будет принять 
перемешивание л(е, е')=р,(/(е)Пе/)—ц(еП/~‘(е/))> носитель которого сов­
падает с множеством пар (а, / (а)), a^Q.

Таким образом, для получения интересующего нас примера достаточно 
построить гомеоморфизм указанного типа. Можно показать, что таковым 
является

/: а=2 У^З^а/,
г=1 г=1

где а/=1—а<, если а,= 1 для всех /<i, и a' =at в противном случае. Провер­
ка требования (5) базируется на двух замечаниях.

Замечание 1. При любом a^Q множество {Г (a)}v=o, ±i. ■ совпадает 
с множеством тех а'—Q, для которых а—а' является троично-рациональ­
ным числом, причем f (a) =f (а) лишь при v=v'. В частности, /’-образами 

точки а*—2^1 3_< при у>0 являются a^Q с конечным числом а.=1, а при 
i=i

v^O — с конечным числом а;=0.
ь-,1

Замечание 2. Полагая а(1>=0, а(к)=2 2 3'', к=2, 3,..., представим 
£=1

рассматриваемый компакт в виде

<2= {«'} и (и <20, &=№“’, а(А)+з-*].
h=l

При этом

0(а-)=^2-\ o(&) = [l-2-k+1, 1-2-*]

£—1
и /-образы точек aeQk удовлетворяют соотношениям

/(a)=a+5-3-ft-l, 0(/(а))=о(а)+3-2-*-1.

Другими словами, построенный гомеоморфизм состоит в сдвиге точки а* на 
— 1, а каждого множества Qh на 5-3“*—1. Что касается отрезков о(<?А), то 
они сдвигаются при этом на 3-2_*—1.
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