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Будем считать, что в рассматриваемой области поток мало отличается 
от равномерного, скорость которого равна критической. В качестве исход­
ного возьмем уравнение Кармана (*)

дер д2ф
дх дх2

д2ф
дг2

+ У"! дф _0 
г дг (1)

здесь х, г — оси декартовой или цилиндрически системы координат; <р — по­
тенциал возмущений; параметр v принимает значение 1 для плоскопарал­
лельных течений и 2 для течений с осевой симметрией.

Проведя вне обтекаемого тела замкнутый контур С и умножив уравне­
ние (1) на дср/дх, запишем его в интегральной форме

<2>

которая выражает закон сохранения продольной составляющей импульса 
движущегося газа.

Рассмотрим поле скоростей в некоторой промежуточной области (2,3), 
где основной вклад во вносимые телом возмущения можно определить, по­
ложив скорость частиц на бесконечности равной критической. Поправку, 
обусловленную тем, что число Маха Mz 1. будем считать пропорциональ­
ной малому параметру е. Итак,

Ф=Ф (х, г) +еф7 (х, г), ф =r“%, (Ю, 
ф'=гш%Д£)+ЕГи=%И2и)+..., £=ж/г”. (3)

Функция задает асимптотический закон затухания возмущений вдали 
от тела, обтекаемого звуковым потоком. Для плоскопараллельных течений 
ее вид установлен в (4,5), для течений с осевой симметрией — в (6_8). Из 
результатов этих работ следует, что при Мос = 1 от тела до бесконечности 
простирается ударная волна = js=const.

Соответствующую разложению (3) ударную волну зададим равенством

;=g3(14-gr_“ V). V=<7c,ra,+eaC).r'J:4- . . .
Вверх по потоку от ее фронта добавочный потенциал ц/ примем равным 
нулю (2, 3). Припишем индекс 2 параметрам газа в точках, лежащих за 
линией ударной волны. Тогда первый из входящие; в ф' членов будет удов­
летворять уСЛОЕПЯМ

су
2ст. .у?? (тг+2и1+х—2).

(4)
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Расположим контур С позади обтекаемого тела и составим его из отрез­
ков прямых г=Г4=0, х—х2, г=г2 и x=Xi. Очевидно, ж2>а;1>0. Подставим 
разложение (3) в соотношение (2). Чтобы оперировать со сходящимися 
интегралами, будем рассматривать вначале симметричные части как основ­
ного, так и поправочного потенциалов; тогда д(р/дг=д(р'/дг=0 при г=0.

Приравняв нулю в полученном интегральном уравнении главные чле­
ны, после несложных преобразований придем к дифференциальному урав­
нению второго порядка для функции /ш„. Для плоскопараллельных течений 
п=*1ъ,  (Oo=2/s- В параметрическом виде имеем в области позади ударной 
волны (5)

(5)6

(6)

1 / 3 \2/\./,8^+3 , 1 / 3 \ Ж2+18£+27
6 ~■ h--yr) ь ~у—

Ь=29 • З3 • 5-5 • И-2 (122+9УЗ), ^=8"*  (5^3^- 8).
Течениям с осевой симметрией отвечают значения n=4/7, со0=—2/7- Пара­
метрическое представление функции /_г/7 в области за ударным фронтом 
гласит (8)

& у ^/, I 1

ь=(2-узуу

Дальнейший анализ существенно упрощается, если использовать фор­
мулы (5) и (6) для функции /шо.

Обратимся к плоскопараллельным течениям. В этом случае в разложе­
нии для поправочного потенциала д/ можно ограничиться лишь первым 
членом. Поскольку искомое решение должно соответствовать изменению 
сопротивления тела по сравнению с тем, которое оно испытывает при 
Мсо=1, необходимо потребовать, чтобы в следующем из (2) интегральном 
соотношении член порядка е не зависел ни от я,, х2, ни от г2. Отсюда нахо­
дим сразу <щ=3/5. Приравняв в указанном интегральном соотношении по­
правочный член нулю, выводим линейное дифференциальное уравнение 
для функции /з/5:

Ф/з / ^/2/s
(7)

Фактически оно является первым интегралом того дифференциального 
уравнения второго порядка, которое получается для этой функции при 
подстановке разложения (3) непосредственно в исходное уравнение Кар­
мана. Общий вид первого интеграла находится из соотношения (7) по­
средством замены нуля в его правой части на произвольную постоян­
ную Сз/5.

Переходя к независимой переменной 5 по формулам (5), определим 
симметричную часть поправочной функции %з/5. В итоге

Теперь легко найти антисимметричную часть %3а, решения, которая 
пропорциональна постоянной сз/5. Изберем, однако, другой путь, связанный 
с использованием изложенных в (s) результатов. Если продифференциро­
вать уравнение (7) и произвести замену Х’/з=?73/1°^75(£), то функция Лу5 
будет удовлетворять гипергеометрическому уравнению. Окончательно

(2, V3, 72;-£). (8)
Вычислим значения сзЛ и с?/ъ. Подставляя начальные данные (4) в 

соотношение (7) с постоянной сз/5 в правой части, имеем
с,ч =-2~7з • 37'5 • (5]/3“-8) -7/2 (40-23V3) Ь‘%у5.
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' Воспользовавшись формулой (8) и устремив в этом соотношении пере­
менную £ к пулю, находим

сз“5=—2"’/з-3‘/,-5(5 73 —8)_7/s(40—23 73) 63/зоз/5. (9)

Анализ осесимметричных течений проводится аналогично, за исклю­
чением того, что в разложении для поправочного потенциала ф' вначале 
удерживаются два первых члена. Пусть ®!=0. Как функция перемен­
ной £, заданной формулами (6), Хо удовлетворяет уравнению

Постоянная дает симметричное решение. Что касается антисиммет­
ричного решения, то его можно записать как

00 (7/ )Х0“=Со“Г’^(75,75,'76; -1/£) = 75Со“Г ка - In £- ;
L J mm'. J

,?n= 1

здесь постоянная /с0=ф(1)—ф(75) — 5/2, а ф обозначает логарифмическую 
производную гамма-функции.

При отыскании второго члена поставим условие, чтобы пропорциональ­
ное е2 слагаемое, которое входит в соотношение, следующее из интеграль­
ного уравнения (2) после подстановки в него разложения (3), не зависе­
ло ни от х2, ни от г2. Это условие позволяет определить <а2=2/7. При­
равняв нулю указанное слагаемое, имеем

Последнее соотношение служит первым интегралом дифференциального 
уравнения второго порядка для функции хгл> к которому приводит под­
становка разложения (3) в исходное уравнение Кармана. Общий вид пер­
вого интеграла устанавливается путем замены нуля в правой части соот­
ношения (10) на произвольную постоянную с*/,.

Переход к независимой переменной £ дает возможность пайти простое 
выражение для антисимметричной части xf/7 функции X2/-- Действительно, 

x^c^’U+O-^+Ve).
Положив в соотношении (10) %о=О, продифференцировав его и совер­

шив замену х2/т=^“’’/7^г-2/7, легко видеть, что функция h^, удовлетворяет ги­
пергеометрическому уравнению. Отсюда находим (8)

-1/?) =

= 66/2Хг|/зУ (та+1Н~../5)т (fem-ing) (-0- (11)

т=о
с постоянной /сга=ф(1+т) —ф(6/5—т) —1/(1+т).

Для вычисления констант и необходимо написать условия для 
функции X2/: и ее производной dx2/7^ на ударном фронте. В эти условия 
войдут о0, d’X.o.z/dl и d2Xo.2/dg2. Если Xos0, т0 эти условия задаются равен­
ствами (4), в которых параметр сщ заменен на ®2=2/7. В этом случае

С2/?=__2в6/’ ■ 3-2/’ • 54 • 7"6 • (773-12) -‘Л (54—3173) 
Воспользовавшись асимптотикой формулы (11) при £-41. находим 

далее

с“/7=2,0/’-3-’/’-54-7-2-11“1- (7 73-12)-’Л (54-31 73) Ь^,. (12)
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Чтобы подсчитать сопротивление, надо поместить обтекаемое тело 
внутрь контура С. Это можно достичь, приняв Zi<0 и оставив по-прежне­
му £2>0 *.  Поскольку в силу равенств (9) и (12) антисимметричная часть 
поправочного потенциала отлична от нуля, при v=l предел подынтеграль­
ного выражения в (2) будет разным в зависимости от того, с какой сторо­
ны приближаться к оси г=0 вдоль прямой х=х2, а при м=2 подынтеграль­
ное выражение обращается в бесконечность. Это связано с тем простым 
фактом, что за обтекаемым телом простирается область вихревого следа, 
которая расположена вблизи полуоси х>0. Для аккуратного подсчета силы 
сопротивления эта область должна быть принята во внимание (9).

* Так как контрольный контур будет пересекать ударную волну, в уравнении (2) 
возникнет ошибка, обусловленная изменением энтропии на ее фронте. В дальнейших 
рассуждениях этой ошибкой пренебрегаем.

Тем не мепее можно найти, как меняется сопротивление тел при изме­
нении числа Маха набегающего потока, не вычисляя самой величины 
силы. Для этой цели напишем для уравнения Кармана граничное условие 
(') d(p/dx=K,.x~2'’/{i~v) (М«, — 1')=К, которое должно выполняться в беско­
нечно удаленных точках; здесь постоянная К, определяется термодинами­
ческими свойствами движущегося газа, параметр т равен относительной 
толщине тела. Из изложенного выше следует, что в разложении (3) вели­
чина е=е(Л?)->-0, когда К-+0. Преобразование подобия

x-’-x/zi), r->r''/(i^r/x,}, q? -> ср/ [ t2v/( '',~v)a’o ] (13)

оставляет инвариантным уравнение (1). В то же время при таком преоб­
разовании автомодельная переменная (ж03т4)-8v+‘, а параметр т вы­
падает из выражения для К. Поскольку основной потенциал ф соответст­
вует потоку с М0О=1 около тела заданных размеров, то при любой скорости 
частиц на бесконечности он должен сохраняться неизменным. Отсюда сле­
дует, что х0=т_‘/з. Подвергнем теперь сумму ср=ф+еср преобразованию 
(13). Для плоскопараллельных течений коэффициент перед функцией 
г, входящей во второй член в этой сумме, станет равным т/зе. Он не 
зависит от т только при условии &=К\ Таким образом, сопротивление 
профиля крыла меняется пропорционально (М„ — 1)\ что хорошо под­
тверждается результатами численных расчетов (2). Для тел с осевой сим­
метрией изменение сопротивления будет порядка е2, оно пропорционально 
первой степени %_!/7 и квадрату /о. Положим, как было сделано выше, 
7 =0. После преобразования подобия коэффициент перед поправочным 
членом га/,%=/7(В) в выражении для потенциала станет равным т‘/зе2. Зави­
симость от т в нем исчезнет, если е,2=К2/1. Отсюда следует, что сопротив­
ление тела вращения изменяется как (М„—1)2/1; этот вывод также нахо­
дится в согласии с численными расчетами (3). Если %о^О, то возмущенная 
скорость будет порядка е=(Моо —1)’\
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