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В данной работе вводятся когомологии для абстрактных булевых ал­
гебр с замыканием. С этой целью привлекается понятие булевой цепи, 
введенной автором (2). Эти когомологии являются обобщением классиче­
ских колмогоровских когомологий (3, ‘) на случай булевых алгебр с замы­
канием.

Пусть S — абстрактная булева алгебра и G—Д-модуль над ассоциатив­
но-коммутативным кольцом с единицей R. Введем направленность на мно­
жестве 2(5) всех разбиений единицы булевой алгебры 5 по формуле

/Хи- Ух'ецЧуЕ/. х/\у=х, УК, це2(5).

Для любых двух X, це2(5), ХКу, определим х/: G’-*G!; формулой

(х/с) (ж)=с(у), Vye^/., хДу=х, VceG’-.

Очевидно, что VZ<p<v x?=Xvl‘°x/, х/ есть idc’.-тождественный авто­
морфизм Д-модуля G и, следовательно, семейство {Gx}Js2,образует пря­
мой спектр Д-модулей. Предел lim G? этого прямого спектра называется 
булевой 5-степепью Д-модуля G и обозначается через Gs. Элементы c^Gs 
называются булевыми цепями с коэффициентами из модуля G.

Для каждой булевой цепи ceGs, ceG\ Хе2(5) и элемента a<s5 булева 
цепь c/a^GSa, определяемая формулой (с/а) (х/\а) =с(х), x/\a=^Q,
называется релятивизацией булевой цепи с к элементу яе5.

Пусть теперь S — булева алгебра с замыканием и G — произвольный 
Д-модуль.

Пусть a^S — элемент булевой алгебры. Две булевы цепи /, g^Gs на­
зываются эквивалентными, если существует некоторая окрестность u^S 
элемента а, что релятивизации f/u, g/u этих цепей к булевой алгебре Su= 
=S/\u совпадают: //u=g/и. Очевидно, что это отношение есть отношение 
эквивалентности на множестве Gs. Более того, класс булевых цепей, экви­
валентных нулевой булевой цепи, образует подмодуль Оа модуля Gs, и поэ­
тому фактор-множество Gs/~ по отношению эквивалентности булевых 
цепей совпадает с фактор-модулем Gs/Оа.

Определение 1. Каждый элемент Д-модуля Gs/Oa называется ро­
стком булевых цепей на элементе а и обозначается символом 
Г(а, G).

Пусть F — фильтр булевой алгебры 5. Введем отношение Д-эквивалент- 
пости булевых цепей на 5 со значениями в Д-модуле G.

Определение 2. Булевы цепи /, g^Gs называются Д-эквива- 
л е н т н ы м и, если существует открытый элемент иеД такой, что //u=g/

Это отношение является отношением эквивалентности па модуле Gs 
булевых цепей, и фактор-множество множества Gs по этому отношению 
Д-эквивалентности совпадает с фактор-модулем Gs/О,.- модуля Gs по его 
подмодулю Gr, образованному ^-эквивалентными нулю булевыми цепями.

Определение 3. Элемент модуля Gs/OF называется ростком бу­
левых цепей в фильтре F.
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Рассмотрим прямой спектр булеанов {2A!Z}Ae2(S). Предел этого прямого 
спектра lim 2’д называется полигональной ^'-степенью булевой алгеб- 

ры 5. Обозначим через 53- ’ полигональную (/-степень булевой алгебры S.
Определение 4. g-Цепи /, называются локально-эк-

Бивалентными. пли эквивалентными по Колмогорову, 
если существует открытое покрытие о единицы ls булевой алгебры S та­
кое, что Vaeo релятивизации f/a, g/a цепей / и g к булевой алгебре 5 ®’’1 
равны: pa=g а.

Обозначим через О класс локально-эквивалентных нулю g-цепей над 
булевой алгеброй 5. Фактор-модуль Gs®'q/O модуля Gs®'q по модулю О 
совпадает с фактор-множеством множества g-цепей по отношению эквива­
лентности булевых цепей по Колмогорову.

Положим
Ал = V Iх ® ® х I х S к} •

I (у раз >
Ясно, что Asy 5 и ДхДД^Дллц, где %Дц={жД!/|й:етА, j/ец)-
Определение 5. Фильтр, порожденный множеством {Дл|(5)}, 

называется диагональю булевой алгебры S н обозначается сим­
волом А < 5 .

■Лемма 1. Gs®’7 /О изоморфен с модулем ростков q-цепей над буле­
вой слгесрсЛ с замыканием на диагонали булевой алгебры А (5):

Gs*’q/O~Gs*4/O^.

Обозначим через (}В®Л модуль ростков булевых цепей.
Когомологии Колмогорова мы определим на категории ^iC, являющей­

ся подкатегорией категории всех булевых алгебр с замыканием и с идеа­
лом. Пусть a^S -aS — булева алгебра с замыканием.

Определение 6. Элемент а называется ограниченным, если 
его замыкание а компактно. Элемент а называется неограниченным, 
если его дополнение С (а) ограничено. Элемент, являющийся ограничен­
ным либо неограниченным, называется разрешимым.

Обозначим множество всех разрешимых элементов булевой алгебры S 
с замыканном через 0(5). Ясно, что замыкание разрешимого элемента 
разрешимо.

Лемма 2. D(S) является подалгеброй булевой алгебры S с замыка­
нием.

Определение 7. Непрерывный гомоморфизм h: S-*-S' булевых ал­
гебр с замыканием называется допустимым, если он переводит огра­
ниченные элементы в ограниченные.

Определение 8. Идеал I булевой алгебры S с замыканием называ­
ется допустимы м, если канонический непрерывный гомоморфизм 
I: S-+S/I булевой алгебры в свою фактор-алгебру является допустимым.

Определение 9. Булева алгебра 5 с замыканием называется ло­
кально-компактной, если для любого ограниченного элемента а су­
ществует ограниченный открытый элемент и такой, что аяРи.

В дальнейшем булева алгебра 5 с замыканием предполагается локаль­
но-компактной.

Пара (5, У) называется допустимой, если I является допустимым 
идеалом булевой алгебры с замыканием S.

Так как'композиция двух допустимых гомоморфизмов является допу­
стимой, все допустимые пары (5, У) и их допустимые гомоморфизмы об­
разуют категорию; эту категорию мы обозначим через М.с-

Рассмотрим направленное множество А0(О(5)) всех конечных разбие­
ний единицы булевой алгебры D(S). Условимся единственный неограни­
ченный коограниченпый элемент разбиения единицы }.eS0(D(5)) обозна­
чать через «ц.
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Для каждого 7.eS0 (D (S)) через Gok обозначим подмодуль 72-модуля G\ 
образованной булевыми цепями ceG\ равными нулю в с(оох) =0eG.

Рассмотрим прямой спектр 72-модулей {Go*}iieso(D(s)) и образуем предел 
этого прямого спектра lim Gq = Gq (S).

Пусть теперь q — натуральное число, q>l. Для каждого XeS0(7)(5)) 
определим 72-модуль Go как подмодуль модуля GxQ, образованный буле­
выми цепями сеС'г7, удовлетворяющими условию: c(x0,..., аД =0, если 
для некоторого ^i==°°A.

Тогда мы получаем прямой спектр {Gox<?}Aeso(D(s» 72-модулей; обозна­
чим предел этого спектра через G0D<S) 9.

Определение 10. Росток c"^G~(S)'qбулевых цепей 72-мо­

дуля на булевой алгебре с замыканием D (S) называется q-к о ц е и ь ю 
Колмогорова.

Таким образом,72-модуль (/-коцепей Колмогорова есть 72-модуль с9(5) =

— Сто / С/Д(Л(0))«

Пограничный гомоморфизм б": с9 (S') ->c’+1 (S) определяется следую­
щим образом: 6’=={6?}Xe2(s), Vc’eG’i g={0,..., g},

,<г+1
1){с«(^) Уже^ДггД1,

г=0
0, если х ее (ХДС (n))Q+1:

(бхс5)(х) =

здесь и является ограниченным открытым элементом, покрывающим 
С (ощ) , ж!= (х0, . . . , Xi-i, Xt+i, . . . , £,+1) .

Из определения ясно, что бх’с9 является цепью над разбиением ц= 
= {жДн|rce/.}U {С(а)}, причем ооц=С(н) и (б/'с'7) (°%) =0.

Пусть теперь fe: S-*~S' — допустимый гомоморфизм, т. е. he=$LC. Для 
каждого /.еД(0(5)) h (То) eS0 (7) (S')), причем °°ц=2г(оох), где ц=Л(Х). 
Поэтому определен индуцированный коцепной морфизм h*: С* (S) -+С' (S'), 
причем (/?2°/ii)+=/i2*o/»i+, ids* есть тождественный морфпзм.

Лемма 3. Соответствие S>-+C*(S), является ковариантным функ­
тором из категории /с, булевых алгебр с замыканием в категорию ко­
ренных комплексов.

Для любой допустимой пары (S, I) эпиморфизм i: S-+-S/I допустим 
и поэтому индуцирует коцепной гомоморфизм i*: С* (S) -+-С (S/I). Вве­
дем С" (S, I) =Кег г* и рассмотрим канонический гомоморфизм /*: С* (S, 1)-*- 
-+С‘ (S). Сопоставим паре (S, I) короткую точную последовательность ко- 
цеппых комплексов

ОСДД /ДСД9) Д СД?Д/Д> 0. (1)
Категория ЗГс с классом отмеченных пар морфизмов (/*, i*) является 
с-категорией (5).

Пусть теперь h‘. (S, I)->(S', I') — некоторый морфизм пар. Непосредст­
венно доказывается коммутативность следующей диаграммы:

О -> С* (S, I) it С* (5) It С’ (S/I) О
(hj)* I fc# I (Вд* I

I I I
o C\S', 7')it C* (S')it C* (S'/Г) 0.

Лемма 4. Правило, сопоставляющее каждой допустимой паре (S, I) 
ее короткую точную последовательность (1) коцепных комплексов и допу­
стимому морфизму h; (S, I) (S', I') индуцированный морфизм h** корот­
ких точных последовательностей коцепных комплексов, является ковари­
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антным функтором, действующим из категории ^ъс пар (5, 7) в категорию 
коротких точных последовательностей коцепных комплексов.

Сопоставим каждой короткой точной последовательности (1) коцепных 
комплексов ее точную гомологическую последовательность

...--Я" (5) -С Я9 (5/7) Л- Я9+1 (5,7) -> ... (2):

Теорема 1. Для каждого морфизма h: (S, I)-+(S', I') категории $LC 
следующая диаграмма коммутативна:

------ - ГР (S, 7) Д. Я9 (5) X (S/I) Д №+i (5, 7))-> • • •
(hj)*| h’ I (hT)*| (ЛГ)’ I (3)

------ • •

Таким образом, мы имеем ковариантный функтор, действующий из ка­
тегории пар (5, 7) в категорию прямых точных последовательностей. Эта 
теория когомологий называется теорией когомологий Колмогорова, а мо­
дуль Нч (S, 7) — (/-мерным модулем когомологий булевой алгебры 5 по идеа­
лу 7 с коэффициентами из модуля G.

Теорема 2 (аксиома размерности). Для простой булевой алгебры 
S= {0, 1} имеет место изоморфизм

если ?=0’
10, если q^Q.

Заметим, что иногда удобно коцепной комплекс С* (S, 7) обозначить че­
рез С" (5, F), где F — фильтр, дуальпый к идеалу 7, т. е. F={C(x} |д:е7}. 
Тогда аксиома вырезания приобретает следующую форму:

Г: Я* (5, F)~H'(S/J, F/Г), (4)

где J — идеал булевой алгебры 5, i: (5, 7) (5/ J, I/ J).
Для главного фильтра F (а), порожденного элементом a<^S, градуиро­

ванный Я-модуль Н* (S, F) условимся обозначать через Я* (S, а).
Теорема 3 (аксиома вырезания). Пусть и, a^S —такие элементы, 

что и открыт и для некоторого открытого элемента и выполнено соотноше­
ние u^v^a.

Тогда, если морфизм h: (5, а) -> (Scoo, а/\С(и)) допустим, то он инду­
цирует гомоморфизм V групп когомологий:

h': H*(S, a)^H*(SCM, а/\С(и)).
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