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1. Сингулярно возмущенные системы дифференциальных уравнений 
вида

цdz/dt=F(z, t, ц), (1)

где z—Jf-мерный вектор, ц>0 — малый параметр, а уравнение F(z, t, 0) =0, 
получающееся из (1) при ц=0 и называемое вырожденным, однозначно 
разрешимо относительно z, в настоящее время достаточно хорошо изуче­
ны (см., например, (*)). Однако в приложениях нередко встречаются слу­
чаи, когда вырожденное уравнение имеет семейство решенпй. Такого рода 
случаи характерны, например, для задач химической кпнетпки (2,3).

2. Рассмотрим систему вида (z, F, f—М-мерные вектор-функцпп)
],idz/dt=F(z, t)+]if(z, t). (2)

Сделаем следующие предположения (будем нумеровать их 1°), 2°),...): 
1°) F(z, i), f(z, t) бесконечно дифференцируемы в некоторой области 

D={(z,t): \\z\\^K,0^T}.
Будем пользоваться блочной записью для матрицы Fz=dF!dz и для 

вектора z (а также для других встречающихся ниже векторов и матриц):

где Fи, F12, Г21, Г22 — матрицы (блоки) размеров /сХА, кХ(М—к), (М—к)Х 
Хк, (М-к)Х(М-к) соответственно, zt и z2 — столбцы из к и М—к компо­
нент.

2°) rangrz=A: и DetFn=#0 в области D. Тогда, как известно, имеет 
место зависимость

F^F^t), (4)
куда t входит как параметр.

3°) К, (0, «)=0.
Из 2°) следует, что матрица Fz имеет характеристическое число Х=0 

кратности не менее М—к.
4°) Кратность характеристического числа Х=0 матрицы Fz равна М—к. 
В этом случае Х=0 отвечает полное число (т. е. М—к') собственных 

(?) </> (О
векторов: zt=— (Уи) _1Г12. z2, z2 — столбцы единичной матрицы Ем-к по­
рядка М—к, 1=1,..., М—к.

5°) В области D уравнение Fi(z, t)=Q разрешимо относительно гд: 
z1=cp1(z2, t).

В силу (4) из 3°) г,=ф1(г2, 1) удовлетворяет также уравнению
F2(z, Z) =0. Таким образом, вырожденное уравнение F(z, t) =0, получаю­
щееся из 2 при ц=0, имеет решение

7 = ( 21 ) = ( Ф1 (z2, t)

где z2 произвольно.
7 (5)’
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Поставим для системы (2) начальные условия

z|(=0=Z°. (6)

Вопрос, подлежащий выяснению, заключается в следующем: при каких 
требованиях будет существовать на [0, 1] решение задачи (2), (6), стре­
мящееся при ц-И) к одному из решений множества (5).

3. Введем вспомогательную систему
dz/di—F(z*+z, t*), (7)

где (z*, Г) eD’— параметр, D' — подобласть (5) области D. z=0 является 
точкой покоя системы (7); характеристическое уравнение, отвечающее 
этой точке покоя, имеет, согласно 4°), корень Л=0 кратности М—к.

6°) Отличные от нуля характеристические числа к матрицы Fz удов­
летворяют в области D условию Re Л.<0.

Лемма 1. В достаточно малой ы-окрестности точки z=0 существует 
k-мерное многообразие <b+(z*, t") такое, что если начальная точка z°e<a+, 
то соответствующее ей решение г(т) системы (7) стремится к нулю при 

причем ||г(т) Ц<се~хх, х>0, с>0 — постоянные, не зависящие от 
(z', Г).

Обозначим через В (z*, t‘) матрицу такую, что 

в-т.(2- с 0°), 

где матрица С имеет характеристические числа, совпадающие с отличными 
от нуля характеристическими числами матрицы Fz(z*, t*), удовлетворяю­
щими условию 6°). (По поводу существования матрицы В, имеющей туже 
степень гладкости, что и Fz(z*, t*), см., например, (4).)

7°) Det-Sii^O при (z‘, Г)е0‘.
Лемма 1 является утверждением локального типа. Продолжая в сто­

рону т<0 траектории, начинающиеся в и+, можно построить многообразие 
Q+(z‘, t"), на котором ||z||, вообще говоря, уже не мала, обладающее тем же 
свойством, что и ш+. Вопрос о глобальной структуре Q+ в общем виде не 
рассматривается (аналогичное положение имеет место для так называемой 
области влияния в случае, когда %=0 отсутствуют, см. (’))• Для некоторых 
конкретных классов уравнений й+ удается построить (см., например, (5))- 
В рассматриваемом случае системы общего вида (7) примем в качестве 
предположения

8°) Q+(z*. С) в некоторой области G+ изменения Zj0 существует и пред­
ставимо в виде z2°=O(z1<’, z', t*), где Ф — непрерывная по совокупности 
переменных функция, имеющая непрерывные производные дФ/dzF^ 
=H(z°,z*, Г),бФЖ.

Заметим, что Н(0, z", Г) =В2) (7?и)_1.
4. Обратимся к исследованию асимптотики решения задачи (2), (6). 

Произведем некоторые формаль ИЫ0 построения. Будем искать решение 
задачи (2), (6) в виде

z=z+nz; (8)

z=z0(i)+pz1(t)+..., (9')

Пг=Пог(т)+цП1г(т)+..., x=i/p; (9")

(9') и (9") — соответственно регулярный и пограничный ряд (см. (*)).
Согласно ('), z0(£) определяется из уравнения F(z0, t) =0. В качестве 

решения этого уравнения возьмем (см. (5))

. со)
\ Z02(O '

где z02(i) — пока произвольная функция t.
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Для определения Пог имеем

-у-IIoZ=J’(zo(O)+Пог, 0); (11)
dx
Пог|т=о=г0—zo(O); (12')

n0z|r=«>=0; (12")

здесь zoa(O) — пока не известный параметр. Из условия (12") получаем 
условие noz|T==osQ+(zo(O), 0), а из (12') имеем

z2°—zo2(O) =Ф (z.0—q>i(z02(0), 0), zo(O), 0); (13)

это система М—к уравнений с М -к неизвестными z,32(0).
9°) Система (13) однозначно разрешима относптельно zo2(O), причем 
(0), 0)еЛ’, z^-cp(z02(0), 0) лГь.
Определив z02(0), построим полностью Пог и будем иметь начальное 

значение для z0(£). Уравнение для z0(£) получим в следующем приближе­
нии. Согласно (*),

dzJdt===FZ(zo(t), f)zi+/(z0(O. t). (14)

(О
Пусть z(z’, Г), z=l,..., М—к,— собственные векторы матрицы, сопряжен- 
пой к отвечающие ?v=0: zj=—z2F21* (Fn*)_1, звездочка означает

(О
транспонирование, z2 — строки единичной матрицы E.u-h. Тогда условия 
разрешимости (14) относительно Zi имеют вид

(z (z0 (0 ,£),<₽) =0, ф (z0 (t), z0 (?), ?) =/(zo (?) , t) -z,:, (?), ?=1,..., M-k.
(15)

Это система М—к дифференциальных уравнений для определения М—к 
неизвестных z02(?). Ее можно привести к разрешенному относительно 

d
-^z02(?) виду (см. (5)). Система (15) рассматривается при начальном ус­

ловии
Zo2 | t=O==Zo2 (0) (16)

10°) Решение задачи (15) (16) определено на (Х?=С1 и (z0(t), 
Таким образом, построены нулевые члены разложений (9). Далее. Zi(t) 

определяется из (14) не полностью:
(о

2ц——(Fti) 1^’i2Zi2 (Flt) *Ф1, (17)

где z12 пока остается произвольной функцией t (ср. (10)).
Система уравнений и условий для определения П1г имеет вид

—П1г=Е2(г0(0)+Пог,0) (П1г+г1(0)) + ф(0) + 'ф(т), (18)
ат

n:z -гДО), П1г|т=оо=0; (19)
(о «о

здесь z12(0) — пока не известная константа, ф(0) =ф(го(О), z0(0), 0) — 
о)

известная константа, ф(т) =П0Ег-го(0) • т+По^, • т+ПД— известная функ­
ция т.
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Как оказывается, требование на бесконечности (19) однозначно опре­
деляет Z12 (0):

(о «о
z12 (0) = (1 -MFH) J -МЪ (0); (20)

<i) г „ (1) (О (1) (i)
Z= j./HT,s)[^2 + ty2-#((p1+i|'>1)]ds, (21)

0

Я=Я((По2)„ zo(O), 0), Я=Я(0, z0(0),0), A=^(fo(0), 0),

M=H (Fn+F^H)_1; X(t, s) — матрицант линейной системы с матрицей 
F22(z0 (0) +IIoz, 0) —HFl2 (f0 (0) +noz, 0).

Таким образом, полностью определяется ntz и начальное значение 
z, (0). Само Zi(t) определится на следующем шаге.

Процесс можно продолжить. На каждом шаге нужные величины оп­
ределятся из соотношений типа (14) —(21) совершенно аналогично тому, 
что имело место на первом шаге. При определении zA, Щг в этих соотно­
шениях меняются лишь величины, помеченные индексом (1) сверху, ко­
торый заменяется на индекс (к).

5. Обозначим через Zn(t, ц) частичную сумму ряда (8), содержащую 
члены до тг-го порядка включительно. Введем кривую Lo, состоящую из 
двух звеньев:

T01={(z, t): z=z0(O)+n0z(T>0), 7=0}, 
L0,= {(z, t): z=z0(i), O^i^l}.

Теорема. При выполнении условий I0)—10°) найдутся постоянные 
р„>0, б>0, с>0 такие, что при 0<ц<|10 в д-трубке кривой Lo существует 
единственное решение z(t, ц) задачи (2), (6) и имеет место неравенство

||z(7, у) — Z„(t, у,) ||<cyn+1 при 0=^7<1. (22)

Замечание. Для справедливости этого утверждения вместо 1°) 
фактически требуется существование непрерывных производных от F и / 
до и+3 (соответственно п+2) порядка включительно в б-трубке кривой La.
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им. М. В. Ломоносова 2 IV 1975
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