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1. Для краткости ограничимся изложением результатов для случая ква­
зилинейного параболического уравнения вида

du(t, х)
di

\u(t, x)—^2u(ttx) +
j=i

п

bj-т— (u2 (t, x)) +аиг (t, x), 
OXj

(1)

где 72>0; bj, a — постоянные комплексные числа; x=(xi,...,
? = !{? = {/: i>0}. Через обозначим преобразование Фурье решения
u(t, х) по z-ам: z?(i, g) =Fx_>Eu(i, x).

Применив оператор Fx^ к обеим частям (1), получим

= " А (Ю V (t, g) +C(g) ■ g)), (2)
ot

A(g) = |£|2+у2, C(£)=i%bfc+a, v*v(t, £)=’
=yx_>Eii2(£, x) — свертка функции v и v по

Напомним, что подразумевается под статистическим решением систе­
мы (2). Допустим, что задача Коши для (2) однозначно разрешима, если 
начальное условие и(£)=к(0, £) принадлежит банахову пространству В, 
причем решение v(t, для любого i>0. Пусть на борелевской
алгебре множеств пространства В задана о-аддитивная мера р0(п>). Под 
статистическим решением (2) понимается мера цДй) =ц0(‘5’<_1<в), где 

5г1® = {уе5: 5гкесо}. (3)

Пусть w) — характеристический функционал меры р,((са),
%(£, w) = Jei(r'w)p((dK)= (dv), (4)

в в

(v, W)= J к(£) -w(g)dl,
Rn

w>(£) принадлежит пространству 5(, двойственному к В. (Ниже В = 
=Li (Rn), Bl=B*=La> (В") или В1=Сь{В.п).) Дифференцируя обе части (4) 
по t и выражая dStv/dt через правую часть (2), получим для %(£, ш) сле­
дующее уравнение в вариационных производных:

(5)

(см., например, (*, 2) и работы Ю. Л. Далецкого). Оно называется уравне­
нием Хопфа, соответствующим уравнению (2).

23



fe=0 (Rn)K

Ниже изучается задача Коши для уравнения (5) при начальном ус­
ловии

J До (Во • • • , В»)W (Bi)... w (V) d^... d^k, (6)

являющемся целым аналитическим функционалом по w(^)sZ,00(R"); 
(R")A=IVX ... XR5f; Ao(gi;..., Ue£,((Rr).

Решение задачи (5), (6) ищется в классе целых аналитических функ­
ционалов вида

X U w'l = У, J fh(t, u • • •, Ь) W (Bi)• • • W(b) c?Bi • ■ • d^k, 

k=0 ' (Rn)K
(7)

где Д(7, £f,..., gA)eZ,j( (Rn)ft) для любого ieR+‘. Отметим, что при реше­
нии задачи (5), (6) не предполагается ни существование оператора St, ни 
представимость решения %(7, it’) в виде (4), где р,; (dv) — мера.

Подставив ряд (7) в (5) и (6) и приравнивая члены одинакового по­
рядка однородности, получим следующую систему уравнений для коэффи-
циентов Д (7, Vм):

=-А(В(м)Д(^,В(М) +
dt

-^hS^Cth) ••• > (8)

где &<p(£t,..., Д) — симметризация функции ф по переменным . . ., 
Ah{^)=A (V) + . . . +А (V) ;

Д|^о=До(В(М), &=0, 1, 2, . . . _ (9)

Отметим, что при к=0 уравнение (8) сводится к df0(t) /dt=O, следова­
тельно, /о (i) =/oo=eonst, 7>0.

2. Умножим уравнение (8) на gh(t, Bw), ?к||=~=0, проинтегрируем по 
области R+' =R+1(f)X(Rf’)\ просуммируем по к от 1 до °° и перебросим 
все операторы с множителей Д( 7, Vм) на g»(f, V4))- Тогда, предполагая, 
что все произведенные операции законны, получим

0=“Ё f А(°Л<Л))^(°,В(Л))^т+£ ^h^lw)^g)hdtd^\ (10) 

Л=1 (К»)» к=1 т
в«.

где
L'g=((L*g)t,..., (L*g)k,..g=(gl(t, lw),...,gdt, B(ft’),...),

(L'g)^- + A (V»)gk(t, Bw) -
dt

-{k-DS^C^+^gk-At,^^, b, • ■ ■ ,B0). (11)

Из (10), (11) следует, что сопряженная к (8), (9) неоднородная систе­
ма имеет вид:

L*g—7i (или(Д^)4=^(7, Vм)), gh=~=O, (12)

S=(fei(f, V1’), • • •, hk(t, Bw),...). Согласно (11) в системе (12) к-е урав­
нение выражает к-то компоненту gk через (&—1)-ю gk_i, поэтому из (12) 
gk однозначно выражается через hj{t, ^(Л), 7=1, 2,..., /с.
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Пусть Y—Ym — банахово пространство вектор-функций
£(1)), hk(t, g(ft)), •••)> где hh(t, £(А)) — комплекснозначные, непрерыв­
ные, симметрические по j=l,... ,к, ограниченные на R+J функции, 
причем

со

«111= j£ms||(n(V'i)))-1^(Z,Vft))ll,

Й=1

Иф*.(*, Vю) 11= sup Пфл.(i, g(ft)) ||,
Ос)

(13)
где т>0 — фиксированное число. Пусть G — оператор, сопоставляющий 
правой части h^Ym уравнения (12) значение соответствующего решения 
g= (g„ ..., gh, ...) задачи (12) при i=0:

G/z==g0, go—("io (^(1)), • • •, gM^),---), gM=gk\<=^(Gh)k. (14)

Введем пространство X0=X0m вектор-функций go= (?ю(§(1)), • • • 
.. . , gko(i,(h)), • • . ), компоненты которых gk0 симметричны относительно 
своих аргументов (^,. .., gs) =g(fI) и для которых

III golll= sup mk\\gM(t,w) ||<+°o, H(g(ft)) II =sup |ф(;(*’) |. (15)
k

Теорема 1. Если m достаточно мало, то оператор G непрерывно 
отображает Ym в ХОт, причем справедлива оценка

ISIG/zlll=lllgolil^«IH, Vh^Ym, ga^X„r. (16)

В доказательстве применяются оценки, аналогичные тем, которые при­
ведены в (5, 6).

Лемма 1. Сопряженное пространство Ym* к Ym можно реализовать в 
виде пространства, элементами которого являются векторные аддитивные 
функции множеств v=(v15..., ...},где vt=Vk(cot), — борелевское
множество в R+\ причем Vk(co?1) — регулярная, аддитивная, ограниченной 

вариации комплекснозначная функция множеств на (vAerab(B+<>)

в обозначениях (3)). При этом
lllvlliy; = sup m-h\\A (g<ft’)vAH1, 114(1^11,= j A^vk(dt,dlw).

(17)

Лемма 2. Пространство XOm‘, сопряженное к XOm, содержит подпрост­
ранство ХОт*'- ХОт*'<=ХОт“, которое можно реализовать в виде пространства 
векторных аддитивных функций множеств vo=(vio,. . ., vM,...), где 
vJU/dV*))erab(R5’’)4, причем

СО
lllvolllx*0m = m-'tl!vJ1olli, llvM|li= jlvM(dBw) I- (18)

Й=1

Определение. Векторная аддитивная функция множеств v= 
= (vj,..., v*,...), принадлежащая Ym*, где m такое же, как в теореме 1, 
называется обобщенным решением из Ym* системы (8) при 
начальных условиях

V | <=о—*Vo— (Vio, . (19)

если для любого йе Ym выполнено соотношение

СО 00

J (Gft)№(drft,)+^ j (20)

й—1 (Rn)K А —1



Отметим, что это соотношение получается из (10), если в нем (L*g)h 
заменить на hh(t, Vм), a g*(0, на gM(B<A)) = (G*)t=gft(0, При
этом fk(t, и Д(0, g(S))d£(W заменены на аддитивные функции
множеств vk(dt, d^{M) и vM(dg(S)).

Теорема 2. Для любого начального условия VoeXOm*’ существует и 
притом единственное обобщенное решение \^Yr„* системы (8), причем 
справедлива оценка lllvllly^^lllvollK^.

Доказательство вытекает из определения (20) обобщенного ре­
шения v, свойств оператора Gh и лемм 1, 2.

Теорема 3. а) пусть начальные условия vko(d^h)) = fМ(В№))d£,(h} име­
ют плотности /fto(§<A))eL1((Rs’l)'i), причем S m~k | |vA0 II i=IH/о HI t <+00, 
/о=(/ю, До, ■••). Тогда компоненты vk обобщенного решения v=(vi,... 
...,v*,...) имеют плотности fh(t, g(ft)), причем
Имеет место оценка

sup (Vfe))fk(t, Vм) lli^lll/ollli.
k

Плотности /ft(f, §<4)) удовлетворяют соотношению, аналогичному (20), 
и также называются обобщенным решением задачи (8), (9).

б) обобщенное решение / = {А(£, £(ft>)} допускает обобщенную произ­
водную по 7, причем dfk(t, §<ft)) /dtsLl(R('+'1). Все слагаемые уравнения (8) 
принадлежат пространству L^RqJ. Функции fh(t, ^<й>), fh+i(t, ^(й+1>) удов­
летворяют каждому уравнению (8) почти всюду по (t, g"11) в R+4 
*=1,2,...

3. Обобщенному решению v = {vft(di, d£w)} или обобщенному решению 
вида f = {fk(t, системы (8) при начальных условиях (19) или (9)
отвечает обобщенное решение %(t, w) задачи Коши (5), (6) для уравне­
ния Хопфа (5). По определению это соответствие в первом случае зада­
ется формулой

где со — любое борелевское множество на R+’(i), а во втором случае — с по­
мощью формулы (7), в которой w (£) eLj; (Rn).

Теорема 4. Обобщенные решения %(со, w), соответственно %(t, w), 
являются целыми аналитическими функциями относительно w, причем ин­
теграл по t от х оценивается через С exp (hz||zp||), где пг такое же, как в тео­
реме 1.

Теорема 5. Если выполнены условия теоремы 3, то обобщенное ре­
шение %(t, zr) задачи (5), (6) задается рядом (7), причем для любого 
гл (|) eL„ (R") почти всюду по t существует производная dy(t, w}fdt^ 
eLJR+^f)). Функционал %{t, w) удовлетворяет для любого w^L„(JRn') и 
почти всюду по t уравнению (5).

Коэффициенты fk(t, w) функционала % обладают свойствами, указан­
ными в теореме 3. Обобщенное решение ^{t, w) задачи Коши (5), (6) в 
таком классе целых аналитических функционалов единственно.
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