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Пусть К — произвольное, но фиксированное поле. Будем рассматривать 
пары (У, Г), где У — векторное пространство над К. а Г — группа, для 
которой задано представление относительно У. Термины < пара» и «пред­
ставление» здесь по существу являются синонимами. Говоря о классах та­
ких пар — представлений, мы подразумеваем только абстрактные классы, 
т. е. такие, которые инвариантны относительно изоморфизмов и содержат 
все пары с нулевой областью действия.

1. Определения и обозначения. Через £ и 8 обозначаются 
соответственно класс всех представлений и класс представлений с тождест­
венным действием. Определим несколько операторов на классах представ­
лений (*). Пусть Ж — произвольный класс, тогда 8Ж есть класс всех подпар 
пар из Ж; ОЖ — класс всех гомоморфных образов пар пз Ж: Q-Ж — класс всех 
правых гомоморфных образов пар из Ж; УЖ — класс всех пар. у которых 
некоторый правый гомоморфный образ содержится в Ж: СЖ — класс всех 
пар, являющихся декартовыми произведениями Ж-пар: С-Ж — класс всех 
правых декартовых произведений Ж-пар (при этом пара (У. Г) называет­
ся правым декартовым произведением пар (Уа, Га), еслп У есть прямая 
сумма всех Уа, Г — декартово произведение всех Г«. а действие Г в У оп­
ределено покомпонентно).

Напомним, что многообразием называется класс пар. определяемый не­
которым набором бптождсств х°и[у^ у2,..., г/п)=0, где u(yt, у2,..., z/„) — 
элемент групповой алгебры KF абсолютно свободной группы F со свобод­
ными образующими г/t, г/2,..., уп, • • •

Класс пар называется насыщенны м, если оп замкнут относитель­
но операторов V и Qr. Класс пар называется пред многообразием, 
если он насыщен и замкнут относительно взятия подпар и декартовых про­
изведений. Если Ж — предмногообразие, а (У, Г) — произвольное представ­
ление, то в У существует Г-подпространство 4=Ж*(У, Г) такое, что (V/A, 
Г)еЖ и А содержится в каждом Г-пространстве из У с этим свойством.

Класс пар Ж называется радикальным (точнее, наследственным 
радикальным (*)), если он насыщен, замкнут относительно взятия подпар 
и гомоморфных образов и если в каждой паре (У, Г) существует Ж-ради- 
кал—такое Г-подпространство А=Ж(У, Г), что (4, Г)еЖ и любое другое 
Г — Ж-подпространство из У содержится в А.

Если Ж — произвольный класс пар, то через var Ж, pvar Ж и rad ,Ж обозна­
чаются соответственно многообразие, предмногообразие и радикальный 
класс, порожденные классом Ж. Известно, что операторы var, pvar и rad 
выражаются следующими формулами:

var=VQSC, pvar=VQrSC, rad=VQSCr. (1)

Пусть Ж1 и Ж2 — два класса пар. Их произведением Ж^г называется 
класс всех пар (У, Г) таких, что в У существует Г-подпространство А, для 
которого (А, Г)еЖ1 и (У/А, Г)еЖ2. Это умножение является ассоциатив- 
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ныл, причем системы всех многообразий, всех предмногообразий и всех ра­
дикальных классов замкнуты относительно него. Будем поэтому говорить 
о полугруппах многообразий, предмногообразий и радикальных классов, 
учитывая при этом, разумеется, что последние две «полугруппы» опреде­
лены не на множестве элементов, а на классе.

2. Треугольные произведения. Если (Л, 2) и (В, Ф) — неко­
торые пары, то через (Л, S) V (В, Ф) обозначается их треугольное произ­
ведение в смысле (2). Аппарат треугольных произведений играет в даль­
нейшем основную роль.

Теорема 1. Если (Л, S) и (В, Ф) — произвольные пары, то 
var ((Л, S) V (В, Ф)) =var (Л, S) • var (В, Ф).

Замечание. Как известно, треугольные произведения в вопросах, 
связанных с произведениями классов пар, играют роль, аналогичную роли 
сплетений при изучении произведений классов групп. Подчеркнем в связи 
с теоремой 1 и существенную разницу. А именно, если Л и В — произволь­
ные группы, а /—бесконечное множество, то var (A wr BlI)) =var Л • 
•varВ (3). Однако, в отличие от теоремы 1, «убрать» показатель I здесь 
нельзя.

Теорема 1, положительно отвечая на один вопрос Б. И. Плоткина, уси­
ливает некоторые утверждения из (4) и (5). Укажем некоторые непосред­
ственные приложения этой теоремы. Так, пусть Кп — n-мерное пространст­
во над К, UT(n, К) —группа унитреугольных матриц порядка п над К, 
(Кп, UT(n, К)) — естественно возникающее представление. Легко понять, 
что

(A", UT (п, К)) = (А, А) V (А, А) V ... У(А, А), (2)
п раз

где (А, А) — одномерное представление единичной группы. Так как 
var (А, Е) =©, то из теоремы 1 и (2) получаем

Следствие 1. var (A”, UT (п, К)) =©п.
Непосредственными вычислениями это следствие было доказано 

А. С. Гринбергом (в). Отметим, что как доказательство Гринберга, так и 
вышеприведенное доказательство остаются верными для произвольного 
коммутативного кольца с единицей А.

Укажем еще одно применение теоремы 1. Напомним, следуя (5), что 
если Зе — многообразие пар, 0 — многообразие групп, то £Х0 есть многооб­
разие всех тех пар (У, Г), для которых в Г существует нормальный дели­
тель S такой, что (У, и Г/£е0. Пусть Т (и, А) — группа всех обрати­
мых треугольных матриц порядка п над А, (Ап, Т(п, К)) — естественная 
пара. Тогда

(А", Т (и, А)) = (A, A*) v (А, А‘) у ... v (А, А*) (3)
s ----—V—---------------- ——

п раз

где А* — мультипликативная группа поля А, действующая в А понятным 
образом. Пусть теперь тп=|А*| и пусть 2U обозначает многообразие всех 
абелевых групп экспоненты тп, если т конечно, и многобразие всех абеле­
вых групп, если т бесконечно. Нетрудно проверить, что var (А, А‘) = 
=©ХЯт. Учитывая (3), по теореме 1 получаем var (An, Т (и, А)) = 
= (<SX?U)n. Однако (<3XSlm)"=®nX9lm (см. (5)), откуда имеем

Следствие 2. var (An, Т(и, А)) =©nX?lm.
Другими методами, причем при более общих предположениях относи­

тельно кольца А, это утверждение доказал Л. Е. Кроп.
Отметим, что с помощью следствия 2 легко описываются многообразия 

групп, порожденные группами Т(п, К) над произвольным полем А. Дейст­
вительно, хорошо известно, что класс всех групп, допускающих точное 
и-стабильное представление над полем А, совпадает либо с классом (п—1)- 
нильпотентных групп без кручения, если char А=0, либо с так называемым 
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магнуссовым многообразием Р, если сЬагЛ=р. Используя следствие 
2, имеем

Следствие 3. Пусть К — произвольное поле, тогда-.
а) если char АГ=О, то var Т(п, К) =91„_121;
б) если charK=p, то var Т(п, К) =2Я„_1, Дт.
Над бесконечным полем этот факт был доказан Н. С. Романовским (7).
Пусть Х< и Х2 — V-замкнутые классы пар (т. е. V&=£,). Тогда их про­

изведение $iS2 также является V-замкнутым, поэтому можно говорить о 
«полугруппе» V-замкнутых классов. С помощью теоремы 1 доказывается

Теорема 2. Отображение $i->var$ является гомоморфизмом полу­
группы N-замкнутых классов пар на полугруппу многообразий.

3. Полугруппы предмногообразий и радикальных 
классов. Полугруппа многообразий представлений содержится как в 
полугруппе предмногообразий, так и в полугруппе радикальных классов 
(более того, уже из (1) видно, что пересечение последних двух полугрупп 
есть в точности полугруппа многообразий). Параллельно известной теоре­
тико-групповой теореме Нейманов — Шмелькина (8, 9) Б. II. Плоткиным 
было доказано, что над любым полем полугруппа многообразий пар свобод­
на (4). Естественно возникает вопрос, нельзя ли обобщить этот результат 
на более широкие полугруппы предмногообразий и радикальных классов 
пар? Ответ здесь, вообще говоря, отрицателен, в основном потому, что обе 
эти полугруппы не порождаются своими неразложимыми элементами.

Будем теперь рассматривать только такие предмногообразия (радикаль­
ные классы), которые раскладываются в произведение конечного числа не­
разложимых. Такие предмногообразия (радикальные классы) назовем 
вполне разложимыми.

Теорема 3. Над любым полем полугруппа вполне разложимых пред­
многообразий пар свободна.

Теорема 4. Над любым полем полугруппа вполне разложимых ра­
дикальных классов пар свободна.

В каждом из этих результатов в качестве частного случая содержится 
теорема о свободе полугруппы многообразий пар, так как по теореме 2 
всякое неразложимое многообразие является неразложимым элементом и в 
полугруппе предмногообразий, и в полугруппе радикальных классов. Пос­
леднее утверждение, кстати, можно обобщить следующим образом:

Предложение. Произведение конечного числа предмногообразий 
пар является собственным многообразием тогда и только тогда, когда все 
сомножители являются многообразиями.

Аналогичное утверждение справедливо для радикальных классов.
В связи с теоремами 3 и 4 подчеркнем, что полугруппы вполне разло­

жимых предмногообразий и радикалов существенно шире полугруппы 
многообразий. Действительно, элементы последней образуют множество, в 
то время как первые две полугруппы множествами не являются (см., на­
пример, С0)).

Укажем теперь пекоторые интересные серии вполне разложимых пред­
многообразий и радикалов. Предмногообразие (радикальный класс) X на­
зовем ограниченным, если varX>¥=£). Из теоремы 2 следует, что всякое 
ограниченное предмногообразие (радикальный класс) вполне разложимо. 
Предмногообразие назовем м а л ы м, если оно порождается некоторым 
множеством пар. Аналогично определяется малый радикальный класс. 
Известно, что все малые предмногообразия и радикалы неразложи­
мы (2, *°).

В (10) было доказано, что системы ограниченных и малых предмного­
образий свободны. Ясно, что эти результаты содержатся в теореме 3.

Так как всякое многообразие представлений X является радикальным 
классом, то в произвольной паре естественно строятся как пижний вер­
бальный, так и верхний радикальный ряды по X. Можно доказать, что для 
всякого ординала а существует пара (V, Г), в которой верхний Т-ряд до­
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ходит до V в точности через а шагов. Аналогичный факт имеет место для 
нижних Зг-рядов. Доказательство этих утверждений основано на тех же 
идеях, что и доказательство аналогичных результатов из теории групп 
(см. (и, 12)). Более интересна здесь следующая теорема, специфичная 
именно для многообразий пар.

Теорема 5. Для любого многообразия пар S и любых бесконечных 
ординалов а и р существует пара (У, Г), у которой верхний S-ряд доходит 
до V через а, шагов, а нижний S-ряд доходит до нуля через [3 шагов.

Ясно, что условие бесконечности а и [3 является необходимым.
В заключение автор благодарит проф. Б. И. Плоткина за ряд полезных 

замечаний и внимание.
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