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Известна следующая
Задача Уиттекера. Пусть заданы возрастающие последователь­

ности целых чисел {р,}1=о и {<?j}j=o и две целые функции /(z) и g(z). Тре­
буется найти * целую функцию h(z) из условий

* Некоторые достаточные условия разрешимости задачи Уиттекера получены 
(исходя из определенных свойств соответствующих линейных алгебраических урав­

нений) в работе С1).
** Мы считаем их упорядоченными по возрастанию.

Л<?<)(0) =/<₽■> (0), i=0,1,...,
(1)

(1)=^>(1), 7-=0,l,...,

При этом предполагается также, что необходимым условием разрешимости 
сформулированной задачи является выполнение неравенства

Р(т) +Q(m) ^т, (2)
где Р(т) и Q(m) — количество чисел соответственно рг и qs, меньших т 
(кроме того, в (2) знак равенства должен иметь место для бесконечной по­
следовательности {игг}).

Рассмотрим, однако, некоторую целую функцию /(z) = М8 и положим 
s=0

оо

g(z) = S где {/)(}iX0 — произвольная возрастающая последователь-
i=0

ность целых чисел. Тогда, очевидно, функция 7i(z), ft(z)sg(z), удовлетво­
ряет соотношениям (1) с также произвольными qh /=0, 1,... В то же вре­

мя последовательности {р?}г=о и {gJjZo можно выбрать настолько «редки­
ми» (например, Pi=3i и б/,=5/), чтобы условие (2) уже не выполнялось. 
Следовательно, условие (2) для разрешимости задачи Уиттекера не явля­
ется необходимым.

Предположим, что множество {Х,} = {п} „=0—{pj,=о является коночным и 
состоит из чисел ** Хо, У, . .., TN. Тогда, учитывая соотношение (1), реше­
ние задачи Уиттекера следует искать в виде

со N со

/г(з) = ^2 hvzv= У, /,zJ=
V=0 s = 0 j=0

M N

=/(z)-Z"3’
S = 0 8 — 0

причем неизвестные коэффициенты {/ц3} £Lg должны, очевидно, опреде-
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литься из уравнении
(9/) I

I Z—i
(£4zX')|2=A/1-)i ,

«=0 8=0

7=0, 1,...
Z—1

(3)

Поэтому, если все числа q, больше чем ХЛ-, то из (3) следует, что необ­
ходимо

g(w)(l) =/<’'> (1), 7=0,1,...,
а в качестве {А.} можно взять произвольные комплексные числа. 

Если же . . . ^9л/г?Х.у>^м+1, то, как видно из (3),
g<«) (1) =/<чР (1)! /=М+1, М+2,

rz. 1 Na {щ,) s=o должны удовлетворять уравнениям

3

g(«/’(l)-/(«/) (1)

Si!
7=0, 1,..., М.

+- У, аХ-
тах(?.0[

(4)S

Поэтому верны следующие утверждения.
Теорема 1. Если дополнение множества {р,}А_о ко всем целым неот­

рицательным числам состоит лишь из Хо, Xi,..., и
qj>kN, 7=0, 1, ..., то задача Уиттекера разрешима тогда и только тогда, 
когда

g(?'’(l)=7<9'>(l), 7=0,1,...
В этом случае общее решение h(z) этой задачи может быть представлено- 
в виде

h(z) =f(z) +#Xw(z),
где IBAz) =h,az^+ .. . +h>.^x, а {Ц5=о произвольны.

Теорема 2. Если дополнение множества ко всем целым неот­
рицательным числам состоит лишь из 2.0, A,f,... ,XY, .. . ®SX.V, и
q<+^q++ • ■ • *+qyr+^N<qM+i,  то задача Уиттекера разрешима тогда и только 
тогда, когда

j=M+i, М+2, ...,
а система уравнений (4) имеет решение. В этом случае общее решение этой 
задачи может быть представлено в виде

h(z) =f(z) +К?“+ ... +h^zlx,

где числа {Л^} s°Lo удовлетворяют условиям (4).

Меняя ролями последовательности {щ} “=<> и {(?.;}3=о, мы получаем так­
же следующие утверждения.

Теорема 1'. Если дополнение множества {^}7“о ко всем целым не­
отрицательным числам состоит лишь из р0, 71,, . . ., jx.Y, р.0Си 
Pi>Px, i—0, 1,..., то задача Уиттекера разрешима тогда и только тогда, 
когда

=gM (&) , z=0, 1,. ..
В этом случае общее решение h(z) этой задачи может быть представлено 
в виде

h(z)=g(z)+Htw(z'),
где

^(z) =7U(z—1) М- . . . +%fW(z--1)ц-у,

а l}b=0 произвольны.

1270



Теорема 2'. Если дополнение множества {q,} ;У0 ко всем целым не­
отрицательным числам состоит лишь из р0, ць ..., цл-, цл-, и
ро^р,^ ... =^Pm=^Pk<Pm+1, то задача Уиттекера разрешима тогда и только
тогда, когда

fPi} (0) =g<J"> (0), i=M+i, М+2,...,
а система уравнений

У,
тах(щ),

/(^(Q)-g(pt)(o)
р.!

(5)

тах(ро,

i=0, 1,... ,М,
имеет хотя бы одно решение {йн}

В этом случае общее решение h(z) этой задачи может быть представлено 
в виде

h(z)=g(z). +%Mjv (z-l)w,
где числа удовлетворяют условиям (5).

В общем же случае (т. е. когда ни дополнение {р,}, пи дополнение {q,} 
к множеству всех целых неотрицательных чисел не является конечным) мы 

можем заметить следующее. Обозначая через Л0(г) функцию 2 zpt, бу- 
дем искать решение задачи Уиттекера в виде

Л (z) = У, hKs zK’+h0 (z)
s = 0

(здесь, как и раньше, {У} — дополнение {р;} к множеству всех целых неот­
рицательных чисел). Тогда, как это следует из (1), коэффициенты 
должны быть решениями системы уравнений

g^W-C (1)

Qi'
7=0,1,... (6)

Следовательно, задача Уиттекера разрешима тогда и только тогда, когда 
система (6) имеет хотя бы одно такое решение {Ал,,}, что lim (|/p.s|)1/is=0.S-> СО
Совершенно аналогично, естественно, можно утверждать также о разреши­
мости задачи Уиттекера в том и только том случае, когда существует хотя 
бы одно решение {7?w}, lim (] Тц; !)1/Ц1=0, системы

Z-+- со

У, ^г<(-1)^= 

Pi<W<<X>
i=Q, 1,..., (7)

где Д1(г) = 2 g4j (z-‘)
J=0

Здесь уместпо заметить, что на основании известной теоремы Пойа (С2), 
стр. 45) системы (6) и (7) имеют даже бесконечное множество решений та­
ких, что ряды в их левых частях сходятся абсолютно. Но существует ли 
хотя бы одно решение, язляюшееся коэффициентами целой функции?

Поступило 
30 IX 1974
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