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Рассматривается устойчивость численного решения задачи Коши для 
систем

" ' ==fh X^iJ #2 j • ■ • ? W (*) ) J Zc— 1,2,... tn, 
at

осуществляемого какими-либо известными методами численного интегри­
рования,

(1)

Xk(i+i) F (.£fc(i+m), At, Cv) , (2)
где F — функция, определяемая алгоритмом, At — шаг, in m - номера ша­
гов (основного и вспомогательных), cv — постоянные коэффициенты.

Показывается возможность эффективного перенесения в данную область 
теории вычислений частотных методов исследования устойчивости, при­
меняемых в теории регулирования (') для анализа устойчивости физиче­
ских систем с обратными связями.

1°. Мы предполагаем, что класс решаемых уравнений (1) ограничен 
уравнениями, допускающими линеаризацию и имеющими асимптотически 
устойчивые в целом (в смысле Ляпунова) точные решения. При этом щ(*) 
и xk(t) кусочно непрерывны, равны 0 при и абсолютно интегрируемы. 
Тогда динамические свойства системы численного интегрирования одно­
значно определяются системой передаточных функций ПАи(р) или частот­
ных характеристик РИАи(®):

Ф[М*)1 
Пйц(р) = - И\и(ш) = ———,

ММ*)] Ф[М*)]
где L, Ф, р, и — символы и аргументы преобразований Лапласа и Фурье.

В результате линеаризации и преобразования по Лапласу уравнений (1) 
и (2), а затем исключения из них всех промежуточных переменных, кроме 
хм и йы, приходим к системе уравнений численного интегрирования в изо­
бражениях переменных

п

(3)

xki(.p')=Tlk(,p') [£ efeaa:gi (р) +уЛггА< (/?) J ,

<1=1
<1=^Ь

(4)

здесь Щ(р) — приведенные 
интегрирования

/ dh \j-а^, л,?==1’2’• ■ ■ ’п;

передаточные функции системы численного

nft(p)

J1=O

(5)
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Nh, Mh, b;., а,л — полиномы от положительных степеней еА,р п 8?д. Безразмер­
ные параметры eM=| 5/*/-А^=Д^/тм, где т;кк — «постоянные времени», 
Af —шаг, играют важную роль при анализе динамики систем численного 
интегрирования. По определению ПА(0) =1, в силу сходимости

1пиПЛ(р) =------- —
t,w»+1 

Пр имеры. а) Для алгоритма Эйлера

при Af-»-O.

ПДр)=8;Д
1

еА!р—1+ед
б) Для алгоритма Рунге — Кутта

ПДр)
nhh еА‘р+ (4—2eM+0,5eftb2) е°'5А(р+1-е№+0.5ем2-0,25еи3

6 еА,р—ОДбыЛ+Пе еЛ*3—*/г е/д4

в) Для алгоритма Адамса

55e3Aip—59e2Afp+37eA<p—9ТТ / \ _  ^kk
^Р) - — ■ + е2Д(р + 37/24еД1р_9/24)

г) Для алгоритма Милна

_ 3e4A(p+(12-8ett)e3A,p+(3+4ett)e2Atp-8eA,p
П" Р) ~ЕЛ 9е4Л,р+е« (12-8е;д) АА'Р- (9-Зе;д-4е,д2) е-“>-Зг^е“>+3^ '

Из (4) и (5) следует, что системы численного интегрирования принадле­
жат к классу замкнутых динамических систем с передаточными запазды­
ваниями.

Выражения И^(со) получаются из ПДр) путем формальной подстанов­
ки p=ia, где i2=—1. Дискретность систем численного интегрирования не 
препятствует применению обычных (непрерывных) преобразований Лапла­
са и Фурье, ио при этом частотный диапазон ограничивается областью 
О^со^сош, где (i)m=n/Ai— «шаговая» частота.

2°. Численное решение 5ц(£) системы (1) будем называть устойчивым 
по Ляпунову, если для любого е>0 существует 6(е)>0 такое, что из 
|тД?0)—z.,(?0) I <6(е) следует |хД£)—xh(t) |<е для любого (здесь
ж(?) — точное решение, t0 — начальный момент счета). В противном случае 
численное решение неустойчиво. Будем говорить, что численное решение 
устойчиво в целом, если оно устойчиво при любых 6(e) во всей области воз­
можных решений системы (1).

Предполагается, что x^(t) — результат реального вычислительного про­
цесса с конечным шагом А^О и ошибками округления чисел бо^О.

Ограничения, наложенные выше (см. и. 1°) па класс уравнении (1), де­
лают справедливыми следующие утверждения относительно устойчивости:

а) интегрирование системы (1) устойчиво в целом, если обеспечена 
устойчивость уравнений первого приближения (4) во всей области реше­
ний системы (1);

б) численные решения, устойчивые относительно начальных отклоне­
ний 6(e), в силу линейности (4) являются устойчивыми также по отноше­
нию к постоянно действующим возмущениям <p(i) (в том числе к измене­
ниям и (t), ошибкам округления б0 и т. п.).

Из а) вытекает возможность применения здесь частотных методов ана­
лиза устойчивости линейных систем — критериев Михайлова (2), Найкви­
ста (3). метода Д-разбиення (4) и др.

3°. Частотными методами достаточно просто решаются различные зада­
чи об устойчивости систем численного интегрирования.

Г Зак..2166, т. 222, К» 6
I ' ■ ■-----
)

- ... И
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4. Устойчивость интегрирования систем любой 
сложности, не имеющих замкнутых контуров. В этом слу­
чае характеристическое уравнение системы (4) распадается на п уравнений 
вида Mh(eAtp) =0, к=1, 2,... ,п, поэтому обеспечение устойчивости интегри­
рования каждого уравнения, взятого в отдельности, гарантирует устойчи­
вость интегрирования всей системы в целом.

Для ряда алгоритмов (см. примеры в п. 1°) характеристические полино­
мы Мк (е&‘р) имеют простой вид

7ИДе^)=е^-ф(б№), (6)

где ф(е«,) — полином от &кк.
Частотные годографы Мк(е'ш'), где й ==aAf — относительная частота, 

представляют собой окружности единичного радиуса с центрами в точках 
[ср(е;й), 0]. Применение к ним критерия устойчивости Михайлова приводит 
к необходимому и достаточному условию устойчивости

—1^ф(ей!4)=^+1; (7)
при этом на границе устойчивости частота колебаний численного решения 
йКр=агс cos ф (екр), где екр — критические значения е!1й, получаемые из усло­
вия (7).

Примеры, а) Для алгоритма Эйлера

ф(ель) =1—еЫ1.

Область устойчивости ()'йс;л<2. Нарушение устойчивости при ем<0 апе­
риодическое (йКр=0), при ем>2 — колебательное (с «шаговой» частотой 
йкр=л/Д£).

б) Для алгоритма Рунге — Кутта
ср (е^л) =1 б/лй" УгВлл2—

Область устойчивости е/Л=^2,751. При ем>2,751 устойчивость нарушается 
апериодически (йкр=0).

Для алгоритмов, у которых выражения Mk(eAtp) более сложные, анализ 
устойчивости целеообразно производить методом Д-разбиения, определяя 
критические значения еЫ! и И из условий

Re Ж(е с7)=0, 1шЖ(е’“)=0. (8)

П римеры. в) Для алгоритма Адамса

Мк (ег“) егз“+е№ф (ег“),
где

Область устойчивости eMs£0,3. При e(iJi>0,3 устойчивость нарушается коле­
бательно, с «шаговой» частотой (fiKp=n/Af).

г) Для алгоритма Милна

М h (е’“) =9ем“+еы, (12—Se^) 3m— (9—3e;ift—4ett2) еЛ2“—8еыАз''“+Збб(<.

Область устойчивости 0,3^61^0,79. Нарушение устойчивости колебатель­
ное как при eftb<0,3 (йнр=л/Д£), так и при eM>0,79 (йнР=2,57/Дг).

Б. Устойчивость интегрирования замкнутых систем 
из двух уравнений. При п=2 характеристический частотный поли­
ном системы (4) имеет вид

-М2(е!'“)+60^(6'“) (9)

где е0=2=—ei2e2I — коэффициент обратной связи. Применение критерия Ми­
хайлова и метода Д-разбиения дает условия устойчивости в виде соотноше­
ний между еи, е22 и еос2. Отсюда с помощью формул связи определяются 
условия устойчивости на плоскости любых других параметров системы.
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Пример. Для алгоритма Эйлера

TV,=—(V2-== 1, М1=е'ш+1—Sn, М2=е!’“+1—е22.

Область устойчивости

2ец - — б^Егг/- 2е22 4-С goc2^= Ец — &11622+622- (ДО)

Отсюда условия устойчивости: на плоскости корней (a±ifj) характеристи­
ческого уравнения т2+ (п+1)'~^1, где га=ссД/, m=$At, на плоскости коэф­
фициентов е«С1 при efi+s22:<4 (где eg=At/Tg при форме записи характери­
стического уравнения Tm2p2+rgp+l=0).

В. Устойчивость интегрирования одноконтурных си­
стем из п уравнений. Применяется критерий Найквиста к частотной 
характеристике системы (4) в разомкпутом состоянии:

Жрс(е*“) =600"Wt(eiS) -Ж2(е;“) -Wn(е'“), (11)

где еОс’!=—Б21е32-"Е„(„_1)Е„1, Wk(eia) =ПДей>), к=1, 2, . . ., п.
Если устойчивость интегрирования каждого уравнения в отдельности 

обеспечена (см. п. А), то для устойчивости интегрирования всей системы 
необходимо и достаточно, чтобы

Mod Wpc (ег“) 1 при Arg И7рс(е‘“) =—л. (12)

Пример. Для алгоритма Эйлера

Wpc(e«)
п

J J (e^+l+ewJ

к=1

Если 0®£eWi^2 для к=1, 2,.. . , п, то при Ец=е22= . . . гк \ / г область 
устойчивости системы

<2 tg2 ~КУП £1+ tg2 1/2-1 (13)
tg2(л/га) + (К1,п[ 1+ tg2(л/га) ]'Л— I)2 ’

где X—еосп/е", га — порядок системы. В более общем случае — при еи+= 
-е!2=-'- ... =^еп„ — соотношение (13) дает достаточное условие устойчиво­
сти, если брать e=max(eMi), к=1, 2,..., га.

Поступило 
24 I 1974
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