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В этой заметке изучается связь между рекурсивными функционалами и 
известными в дескриптивной теории множеств 7?-операциями А. Н. Кол­
могорова. Чередуя дополнительные и 72-операции, получают /^'-операции, 
введенные А. А. Ляпуновым ('). Множества, получаемые какой-либо 
7?'-операцией, обозначаемой ИАС, над (эффективно) открытыми множест­
вами, называем (эффективными) /?А'-множествами. Впервые рекурсивные 
характеристики эффективных Т?А'-подмножеств N и NN (буква N обозна­
чает множество всех натуральных чисел, Av — множество всех функций /: 
N-+N) получил Р. G. Hinman в (2). Новая рекурсивная характеристика 
эффективных йА'-подмножеств N установлена в (3), при этом использова­
ны приведенные в (4) элементы теории функционалов, рекурсивных отно­
сительно какого-либо совместного функционала. Теперь мы обобщим эти 
факты из (4) и на этой основе, обобщая результаты (3), получим рекур­
сивные характеристики как эффективных, так и классических .^'-мно­
жеств в некоторых пространствах мощности континуума, в том числе в 
пространстве Бэра. Упомянутые выше результаты ((2), 7.5а и § 8) также 
можно получить из наших. Затем мы применим некоторые из этих резуль­
татов к сравнению различных вариантов понятия вычислимости относи­
тельно частичных функций.

1. Рекурсивные функционалы с совместными аргу­
ментами. Пусть X и Y — какие-либо классы, х — переменная на X, у — 
на У; функцию у=/(ж) с областью определения, включенной в X, называем 
функцией типа Х^У. Множество всех функций типа N-+N обозначаем 

(Awcz^~). Далее a, b, k, I, m, п, x,y,z — переменные na.N,f и ф, ф (возмож­
но, с индексами) — на NN и .У соответственно. Если v — переменная с об­
ластью изменения V, то v обозначает конечный (возможно, пустой) кор­
теж переменных на V. Функционал G типа У"‘ХА'"-*Л£называется сов­
местным, если для любых кортежей ф=ф1,... , ф™, ф=ф1,..., ф™, х и 
любого у

Ф1^ф1& ... &фт^фт&С(ф, х) ~у.=>.С(ф, х) =^у.

Множество всех совместных функционалов типа 2У-»-Х обозначаем 5, F, 
Fo, Ft,... — переменные на Символы, обозначающие переменные, будем 
также употреблять для обозначения произвольных констант из области 
изменения этих переменных

Пусть (#1,... , хп) — примитивно-рекурсивная функция (п.р.ф.), 1-1- 
отображающая Nn на N при n>0, .. ., хп) =0 при п=0; [а] (х) — об­
щерекурсивная функция, универсальная для всех 1-местных п.р.ф. и та­
кая, что (ж, у') = [р(х) ] (г/), где р — некоторая п.р.ф. Для любых фиксиро­
ванных кортежей F=Ft,.. .Fh и ф=ф1;..., фг пусть {г}Л’’(ж) есть наи-
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меньшая из функций q (типа N2^-X') таких, что

q((0, а),х) = [а](х),
3((1, a, b),x)^q(q(a, x),q(b, х)), 
q((2+m, 0), х) ^Fm+l(ky.q(x, у)) для всех т<к, 
q((2+k+n, 0), х) =^фп+1(х) для всех п<1.

Функционал kF, ф, /, z, x.{z}F-f( (х)) записываем как {z} (F, ф, /, х). 
Следуя (4), функционал или функцию G называем частично-рекур­
сивными (или частично-рекурсивными относительно 
фиксированного кортежа фо, /0), если существуеттакое чис­
ло z^N, что G=kF, ф, /, x.{z} (F, ф, /, х) (или G=kF, ф, /, x.{z} (Fo, 
F, ф0, ф, /о, /, х) соответственно). Множество Х_ называется полу ре­
курсивным относительно кортежа F, Ф, /, если полухарак- 
теристическая функция X (равна 0 на X и не определенная вне X) ча­
стично-рекурсивна относительно F,<p,f.

Теорема 1 (о функциональных подстановках). Существуют п.р.ф. 
р и q такие, что для любых кортежей F длиной m и ф, / длиной п и любых 
а, Ъ, х, у

{а} (Р, ф, ky.{b} (F, ф,_/, у), f, х) — {p(m, п, a, b)} (J\jp, f,x),
{а} (F, ^ф. {b} (F, ф, ф, /, у), ф, /, х) {q (т, п, a, b)} (F, q,f,x,y).

Функции типа SF-+SF называем операторами. Функция фо назы­
вается наименьшей неподвижной точкой оператора Н, 
если #(фо)=ф0 и (^ф) [Я(ф)=ф=>ф0Еф]. Оператор_Я называется ча­
стично-рекурсивным относительно кортежа F, ф, /, если сущест­
вует z^=N, называемое кодовым числом Н, такое, что для любой 
ф Н(ф) =Ах. {z} (F, ф, ф, /, х).

Теорема 2 (о наименьшей неподвижной точке). Существует п.р.ф. 
h со следующим свойством-, если F и ф, f — произвольные фиксированные 
кортежи длиной тип соответственно, и а — кодовое число частично-ре­
курсивного относительно F, ф, / оператора Н: 3~то функция 
kx.{h(m, п, a)} (F, ф, /, х) является наименьшей неподвижной точкой 
оператора Н.

Из теоремы 2. в частности, следует, что класс частично-рекурсивных 
функционалов вида G(JF. ф, /. х) эффективно инвариантен относительно 
перестановок аргументов и введения фиктивных аргументов любых типов. 
(Утверждения предложения В в (4), § 2, следует из теорем 1 и 2 в опре­
деленных частных случаях.)

2. /?с-операции в пространстве Бэра. &Х обозначает мно­
жество всех подмножеств произвольного множества X. а и р — перемен­
ные на &N, А и В — на &ZPN. ФА есть бх-операция с базой А. Фл^Фв оз­
начает, что существует п.р.ф. g такая, что Фл{^4 =Фв{^(»)} для любой п п
последовательности множеств Еп, n^N. Ss-операция с определяемой по 
(3), § 1, базой В.С(А') обозначается RAC и называется RA-o п е р а ц и е й. 
Пусть для v=Cco

UK} =U {Еп: и<т}, (Ж„}=Л {Ен- n<v},

(J {Еп} =Еои [ П {Еп+1 zz<v} ]

для любой последовательности множеств Еп, n^N.
Будем рассматривать N как дискретное топологическое пространство, 

Xх — как пространство Бэра, а пространство Л9"1’ "= (Xx)mXXn (m+ra>0) 
снабдим топологией произведения. Пусть 7.ж.бт есть примитивно-рекур­
сивное 1—1-отображение N на множество всех бэровских интервалов (6ms
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^NN). Для любой f^NN класс всех подмножеств Х^№т'п, представимых 
в виде

X=U {б^Х ... Хбх„Х {жт+1} X ... X {жт+п}: {xt,..., хт+п) еЛ}
с полурекурсивным относительно / множеством R^N, обозначим Sm,n • 
Пусть

2'=и{2^„: m+n>0}, 2=U{2Z: f^NN}, 2=2*»,

где Vx.ga(x)=0. Пусть Srm>„(J;, /) обозначает класс всех полурекурсив- 
ных относительно F, / подмножеств ХеЛ9'"' ”, и

Sr(F, /)=U{Srm, n(F, /): m+n>0}.

Для любой б^-операции ФА и любого класса 3 множеств через ФА(3) 
обозначаем класс всех множеств ФА{Л„}, где {е, п: е^Еп}^3. Таким обра- 

п
зом, 7?ac(S) и Ллс(2) суть классы всех RA- и эффективных Ллс-подмно- 
жеств пространств Л9” ’1. Каждому А=гРХ поставим в соответствие функ­
ционал ЬА, определяемый так: Лд(ср) —0, если (яаеЛ) (Vreect) [<р(и) —0]; 
иначе ЛА(ф) не определено.

о
Теорема 3. Для любого A такого, что [)^Еас, и любой

f^NN 2
Лас(2/)=Зт(Ла, /).

Включение е доказывается, исходя из определения Лдс-операции в 
(3), с помощью теорем 2 и 1. Обратное включение следует из теоремы 1 
в (3), распространенной на функционалы {a} (F, ф, х).

Рекурсивную характеристику классов 7?ас(2) и 7?а°(2) дает

Следствие. Если |~)<Лас, то:
2

а) #ac(S)=St(La);
б) Лас (2) =U {Sr(ЛА,
Пример. При /1 = {Л'} 7?ас(2)=П11, Лас(2)=П11, и из следствия 

теоремы 3 вытекает, что множество Х=Х:' тогда и только тогда является 
(классическим) СА-множеством, когда X полурекурсивно относительно 
£{Д-,, f при какой-либо f^NN.

Теорема 3 в (3) является частным случаем утверждения а) следствия 
теоремы 3. Из этого же утверждения а) вытекает полученная в (2), 7.5а 
и § 8, рекурсивная характеристика множеств класса П1 (что доказыва­
ется вполне аналогично доказательству теоремы 4 в (’) и при условии 
(J=^r вместо несколько более ограничивающего условия (_)^Г в (2)).
2 (0

(1)
3. Rc- о п е р а ц и и в обобщенном пространстве Бэра. 

Функцию Г: назовем расширяющей, если (Va) [«ЕГ(а) ].
Для любой расширяющей Г: множества а и порядкового числа
v определим по индукции множества av: a0=a;, av+i=T(av), av=U{csT: т< 
<v) при предельном v; пусть v0 есть наименьшее v, для которого av+i= 
=av, и Str(a)=aVo. Функционал LA при Л = {{0}, {1}} обозначаем 52.

Теорема 4. Пусть Г: &N-+&N — монотонная (в отношении е) 
функция и множество {ф, х: жеГ (ф-1 ({0}))} полу рекурсивно относитель­
но некоторого кортежа F, ф. Пусть Г+ (a) =aUT(a).

Тогда множество {ф, х: (ф-1 ({0}))} полу рекурсивно относи­
тельно S2, F, ф.

Доказательство основано на теореме 2.
Следствие. Для любого A^PN функционал LR\A) частично-рекур­

сивен относительно S2, LA.
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Пусть Ж есть множество всех конечных функций из для любой 
xeJSf dx={cp: х^ф} и D={dH: xeJJf}. Пусть 7.m.dm — примитивно-рекур­
сивное 1—1-отображение N на D. Множество SF с топологией, задаваемой 
базой D, называется обобщенным пространством Бэра. Классы S’*1 и Sr(#, 
ф) подмножеств пространств &~mXNn (m+n>Q) определяются так же, 
как классы 2У и Sv{F, f) с заменой Ж, 6™ и f на ST, dm и ф соответствен­
но. Пусть S=S0.

(о)
Теорема 5. Для любой фе(?" и любого А такого, что 0^ЯАс и функ- 2

ционал S2 частично-рекурсивен относительно ЬА, 
7?лс(2?)=8г~ (ЬА, ф).

Следствие. S=Sr(S2).
4. Две версии относительной рекурсивност и. Обозна­

чим через 5?* и * классы всех (возможно, частичных) натурально-чис­
ловых функций;

а) частично-рекурсивных относительно ф по Клини — Майхиллу (5,6).
б) частично-рекурсивных относительно F, ф по определению п. 1 (или — 

эквивалентно (7) — вычислимых по Тьюрингу относительно F, ф).
Как известно (5), для любой /<=Ж. Следующие теоремы дока­

зываются с помощью следствий теорем 4 и 5.
Теорема 6. Для любой фе£Г и существует частичная

функция такая, что s£S1'
Теорема 7. Для любой фе^“ класс :9?J совпадает с классом всех тех 

натурально-числовых функций, чьи графики полурекурсивны относитель­
но S2, ф.

Следствие. * тогда и только тогда, когда каждая натураль­
но-числовая функция с полурекурсивным относительно S2, ф графиком 
принадлежит -ХХ1’ *.
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