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На симпозиуме по общей топологии в Херцег-Нови К. Борсуком (‘) 
была поставлена следующая проблема: верно ли, что Sh X=Sh Y, если 
при отображении * /: Х->У шейпы Sh (/-1(y))=0 для всех г/еУ?

* Мы рассматриваем только непрерывные отображения компактов.

Этот вопрос решен положительно в предположении конечномерности 
компактов X и У Р. Шером (2) и автором (3). Поскольку построен при­
мер, решающий проблему Борсука в общем виде отрицательно, то пред­
ставляется целесообразным дать положительное решение при следующих 
предположениях (условие Sh(/“1 (у)) =0 сильпее условия /_1 (у)^АС°° (4) 
и FdX<dimX (‘)j:

1) замыкание S объединения S всех невырожденных полных прообра­
зов /_1 (у) конечномерно, а компакт У счетномерен;

2) все полные прообразы аппроксимативно связаны в размерности п 
(J-*  (y'jsACT), а фундаментальные размерности FdX и Fd У компактов 
X и У не превосходят га;

3) все полные прообразы аппроксимативно связны во всех размер­
ностях (/“’ (//)sAC“), один из компактов — X или У—подвижен, а фун­
даментальная размерность другого конечна.

1. Замечание 1. Для всякого компакта X, лежащего в гильбертовом 
кубе Q существуют такие призмы ПА, что Х=ПЩ и ПА+1clnt ПА при каж­
дом £=1,2,3,... ((5), стр. 119). Спектр (IT,, А,.}, где ikh>: ПЛ-<=Ш —вло­
жение, обозначим через П(Х). Ясно, что X=lim П(Х).

Доказательство. Существует вложение i: S-+Qn в некоторый куб 
в нем найдутся такие полиэдры Ph, что S = 3PA и при всех к.

г
Пусть Z=XU Qn — компакт, полученный склеиванием по i ((5), стр. 131). 
Z можно вложить в гильбертов куб Q. Рассмотрим систему П(Х) из заме­

чания 1, компакты УА=ПАиУ, отображения /А: ПА->УА и вложения 
/«■: У:- = Уь

Таким образом, мы имеем спектр У={УА, /мф с пределом ПУА=У. Так 
как 5=ПРАсзХ=ППА, то для любого к найдется номер ср (Тс), что 
Пусть Бл=/а(РФ(й)). Во-первых, Bk счетпомерно: ведь Вк= (УПБА) U (ВА\У), 
где УП5А счетномерно, a Bk\Y конечномерно. Во-вторых, dim В^ 
ydimP,fA). В противном случае в В;, нашлось бы такое конечномерное 
замкнутое множество Dh, что dim OA>dim Рф(;!) и по теореме Дайера (6) 
мы имели бы dim /с1 (Z)A) Ssdim Z)A>dim Рф;а>.

В силу доказанного и следствия 14 из (3) компакт BaeANR. Следова­
тельно, к тройке компактов ПА, РФ(А) и В>. можно применить теорему Уайт­
хеда о склеивании ANR-компактов ((5), стр. 132) и получить, что УА= 

f ftl’
= ПАиУ=ПАи5А, где является ANR-компактом. Но тогда по
следствию 13 из (3) каждое отображение /А: ПА->-УА является гомотопиче­
ской эквивалентностью.
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2. Теорема Смейла (7). Пусть компакт n'<=LCn+1, а его замкнутое 
множество Y<sLCn; тогда для всякой окрестности U компакта Y сущест­
вует такая меньшая окрестность V, что для любого отображения 
h': P-+V найдется отображение h: P-+Y, гомотопное К' в U, при условии, 
что Р — полиэдр размерности =^и+1.

Лемма 1. Пусть в компакте П' задан ЬСп-подкомпакт Y, тогда у него 
найдется такая окрестность U, что отображения g', g: P-+-Y, гомотопные 
в U, гомотопны и в Y, при условии, что Р — полиэдр размерности ^п.

Доказательство. Пусть X — число Лефшеца ((8), стр. 82), подо­
бранное к числу e=diam Y. Тогда U=O(Y, 3_1Х).

Лемма 2. Пусть Y = lim {Щ, jkk.} = lim {yfc, jkk>}, причем Yk<=Uk<= 
сП/, где Yk замкнуто, a Uh открыто в компакте П/, и | Пусть
также Fd У=Сп, П/eANR и Yh^LCn. Тогда найдутся такая возрастающая 
последовательность номеров ср(к)^к и такие отображения gh': 

и hk: Ph-+Yk, что jklfWI[yW<=Uk и hvW^hk-gk в Uh при всех к, где Рк —по­
лиэдр размерности ^п.

Доказательство. Для окрестности Uk найдется меньшая окрест­
ность Vk компакта Yk, удовлетворяющая утверждению теоремы Смейла,— 
ведь П/eANR и УАеЬС". Найдется такой номер ip(Zc)>/c, что 
/^(ьэП^ссУ,. Можно считать, что ip (А/) >ip(/c), если к'~5?к. Так как 
Fd У^н, то существует такой компакт Z, что dim Z^n и ShZ>Sh У. По­
этому из теоремы Фрейденталя (э) и эквивалентности теории Борсука и 
Мардешича — Сегала (10) вытекает существование таких полиэдров Рк 
с dimP^re, возрастающей функции <p(A:)>ip(A:) и gk': Щда ~^Pk и

’ Ph * Пф(й), ЧТО /ф(к)ф(й) —°gh В Пф(й). Значит,i^w-i^^hh °gh в Vk,

В силу выбора окрестности Vk существует такое отображение hk: Pk-+Yk, 
что hh^j'icW)°hh' в Uh. Значит, ^hk°gk в Uk.

Теорема 1. Пусть /: X-+Y— такое отображение компакта X на Y 
с Fd У=Сга, что f~l (у)<^АСп для всех точек y^Y. Тогда f будет шейповым 
r-морфизмом, в частности, Sh y^Sh X.

Доказательство. Рассмотрим систему П(Х) из замечания 1. Взяв 

на Пй\Х тривиальное разбиение, получим отображение Д: Пь-*Ул=П/- !У. 
Как и в доказательстве теоремы 1, У=ЛУЛ. Построим такие призмы П/, 
что y^czlnt П/czn/czInt Пй_1 ПО (Уй, /с”1). По теореме 4 из (3) каждое 
Yk^LCn, поэтому найдется окрестность Uk компакта УА в П/, удовлетво­
ряющая утверждению леммы 1. Компакт У, спектры П(У) ={П/,/м,-} и 
Y={Yh,ikk'}, где /йа/ и Дй- — вложения, и множества Uk удовлетворяют 
условиям леммы 2; поэтому существуют функция ср, полиэдры Рк размер­
ности отображения gk и hh, удовлетворяющие утверждению леммы 2. 
Если теперь в спектрах П(Х), П(У) и У оставить лишь те пространства, 
номера которых имеют вид cp't(l), и перенумеровать пространства, то 
ср (к) =/с+1.

Построим теперь шейпово отображение g= (ср, gk) (где ср: N-+N и 
gk: Псрда -*n /t), правое обратное к шейпову отображению /=(idN, Д), по­
рожденному отображением f. Положим ср(&)=А:+1. По теореме 4 из (3) 
существует такое отображение gk": Pk-*-TLh,  что отображения fk°gh" и hk 
гомотопны. Положим gk=gh"°gh': П,;+г--Пй. Покажем, что g_=(g>,gh) яв­
ляется шейповым отображением в смысле (10). Пусть к'^к. По построе­
нию отображений gk имеем jkit+i —fh°gh в Uk, поэтому в Uk
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Из выбора окрестности Uk следует, что отображения fk°iue=gtc" и 
fh°gk°h'+ik'°hk’ гомотопны и по пространству Yk. Тогда по теореме 4 из (3) 
отображения iua'gk" и гомотопны в П*.  Следовательно, и ото­
бражения ts*- 0gh'=i№'°gk"°gk'' и gk°ih+i k’+i'—gk°jk+ib’°hh'°gk'' гомотопны в 
Пл. Гомотопность шейповых отображений gno) и /°g вытекает из того, 
ЧТО j'kk+^f^gk. J

Доказательство теоремы 1. Покажем, что в предположении 
FdX=Cn g является и левым обратным к f. Так как Fd Х^п, то найдем 
такую возрастающую функцию %(&)>& и такие отображения g/: ПХ(к)->-Рк' 
и V: Л/^П;., где. Рк — полиэдр размерности что /вдю—V°g/ в П1:. 
Следовательно, в Uh мы имеем

— fk°gk°fk+i°hk+i.fh°ik k+l°hk+l—jk k+l°fk+l°^h+i

Тогда эти отображения гомотопны и по пространству Уй, и из теоремы 4 
из (3) вытекает, что отображения ikk+l°hk+1 и gft%+1°V+i гомотопны в ГЕ. 
Следовательно, в П, имеют место гомотопии

F 7Ak+i) — ir< k+i°hk+i°gk+i—gk°jk+\°hi,+i°gk+i—gk°fk+i°ik+i z('‘+d>
что и доказывает гомотопность еП(х> и g°/.

За. Рассмотрим сначала случай, когда X подвижно и Fd У<°°. Нужно 
показать, что морфизм g является левым обратным к /. Так как X подви­
жен, то для каждого к существует такой номер ф(&)^к и для 
отображения ПШ)->ПА-, что 1к^к) — 1кк’°гк'ъоо- Так как П,^ является
призмой, то существует такой полиэдр Рк размерности dim Рк=пк, что 
Пф(л) гомеоморфно Pk'XQ. По числу щ+1 построим окрестность Uk компак­
та Yk в П/, о которой говорится в лемме 1, ведь по следствию 5 из (3) Yke 
^LC°°. Тогда существует такой номер , что Дг (Пй/) <=£7/. Сле­
довательно, в Uk' имеет место цепочка гомотопий

К°^к <|1(Л+1)—/лог'лЛ' + 1°Гл' + 1 ф(Л+1)=Д к’ + 1°/к’ + 1°Гк’ + 1 М><*+1)  —

—jkk'°fk'°gk’°fk’ + l°l'k'+l ^(k+l')—fk°ikk'°gk'<’fk' + l°Tk' + l Ш+D"

Тогда отображения цепочки гомотопны в У*  и по следствию 5 из (3) ото­
бражения гМ(л+1) и ikk'°gk'°fk'+iarh,+lyt,{f.+l} гомотопны в пространстве Пл. Но

jft4'°gk'%’ + lor4' + l Ч>(4+1)— gk°jk+l 4' + 1%' + 1°ГЬ’ + 1 Ч>(4+1) = 

—gk°fk+l°ik+l к' + 1°Тк'+1 ф(Л+1)— gk°fk+i°ik+l ф(Ь+1).

Итак, ц+(л+1)—£л°А+1°^+1ш+1), вто и доказывает гомотопность «п^;. и g°f.
Доказательство следующей леммы мы опускаем.
Лемма 3. Пусть в начальных условиях леммы 2 У подвижно, 

П/eANR и Yk^LC°°. Тогда найдутся такая возрастающая последователь­
ность номеров <р(к)^к и такие отображения gk\ Щад ~>~Yk, что

/лф(4)Пф(Л)<=£7л U jкгр(к) — gk в Uk,

36. Итак, пусть теперь компакт У подвижен и FdX<°°. Повторив на­
чало доказательства теоремы 4, получим системы П(Х) и П(У), семейство 
подкомпактов У*<=П/и  отображений Д: Пл-^УА. По числу n=FdX по­
строим для каждого к окрестность Uk компакта Yk в П/, о которой говорит­
ся в лемме 1. Если теперь «воспользоваться» леммой 3, то получим такие 
спектры П(Х) и П(У), что jkk+i (n/+i) <=?7Ь и jkk+i гомотопно
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в Uk некоторому отображению gk': П/c+i-*-Y k, a ikk+i^hk°hk/, где hk: IL+1->- 
->A, hk: и dimP^re. Так как П/c+i является ANR-компактом,
то ДП/с+1<°° и по следствию 5 из (3) существует такое отобра­
жение g"k : Пй, что gk’ ^fk°g"k в Yk. Положим <р(Аг) = к + 3 и gk =
= g''k°j'k+lk+3- Покажем, что g = (ср, gk) является шейповым отображением. 
Пусть к'>к. Тогда fi°ikk'°gk" = i'kk'°fk'°g\'~jkk’+i^fk°gk4k+ik’+i в Uk. 
Следовательно, fk°g''k°ik+ik'+i°fk’+i°hk'+i в Uk и в Yk.
Тогда по следствию 5 из (3) отображения itoo^V%'+i°^A'+io^fe'+i°?fe'+2 — 
— V°./v+l°7fe'+l fe'+2°&V+2 — ikk'°g k’°jk'+l k'+2°fk'-i-2°gk'+2 — ^kk'°g k'°j k’+l /г'+2°

°7fe'+2&'+3 — ikk,agk' и g k°jk+i k'+i°fk'+i°kk'+i°kil’+i°gk'+2 — gk °jk+i k'+i°jk'+i А'+з = 
= gk°i'k+3 k'+з гомотопны по пространству Щ. Так как jk k+з — fk°g"k°ik+i *+з  = 
= fkogk, то шейповы отображения ещю и f°g гомотопны. Докажем теперь 
гомотопность шейповых отображений сп(Х) и g°f*  Действительно, отобра­
жения jk k+i°fk+i°kk+i^ fk°gk'°fk+i°hh+i гомотопны в Uk, следо­
вательно, они гомотопны в Yh и по следствию 5 из (3) ikk+i°hk+l и

гомотопны в Пй. Тогда и отображения ikk+з — ik k+i°hk+i°hk+i°ik+2k+3 и 

gk°fk-r3 — gk %+ik+3°fk+z — gk °fk+i°ik+ik+3 — gk °fk+i°hk+i°hk+i°ik+zk+3 гомо­
топны.

В заключение автору приятно выразить свою благодарность проф. 
Ю. М. Смирнову за ценные замечания и беседы.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 8 IV 1975
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