
Доклады Академии наук СССР
1975. Том 222, № 6

УДК 517.9 МАТЕМАТИКА

Академик АН УССР В. А. МАРЧЕНКО, И. В. ОСТРОВСКИЙ

ХАРАКТЕРИСТИКА СПЕКТРА ОПЕРАТОРА ХИЛЛА

Дифференциальная операция Штурма — Лиувилля
L[y]=-y"+v(x)y (1)

с вещественным периодическим потенциалом и(х')=и(х+с) порождает 
в пространстве Л2(—°°, °°) самосопряженный оператор (оператор Хилла), 
спектр которого непрерывен и состоит из последовательности сегментов

[ц0+, рг], [|м+, ц2~], [ц2+, Из~],. . ., (2)
где ц0+, ц2~, ц2+,... —собственные значения периодической (у (0) =у (с), 
/(0)=/(с)), а цг, цЛ, цГ, ц3+,. • • антипериодической (у(0)=—у (с), 
у'(0) =—у'(с)) краевых задач, порождаемых операцией (1) на сегменте 
[0, с]. В настоящей работе дается описание всех последовательностей сег­
ментов (2), которые могут быть спектрами операторов Хилла. Обратная 
задача для операторов Хилла рассматривалась И. В. Станкевичем (*), но 
найденные им условия ее разрешимости существенно отличаются от 
наших.

Каждому оператору Хилла соответствует целая функция и (z), называе­
мая детерминантом Хилла, для которой множество корней уравнения 
w2(z)=l совпадает с множеством {ц0+, ЦК, |М+, ц2_, Ц2+, ■ ■ •}• Детерминан­
ты Хилла образуют подкласс класса 5 вещественных целых функций u(z) 
таких, что все корни уравнения u2(z)=l вещественны. Для описания клас­
са 5 введем множество 91 всех функций 0(z), отображающих полуплос­
кость Im z>0 конформно на области вида

{pn<Re 0<<?л, Im0>O}\ [J {Re0=fcrt, O^Im (3)
P<.h<q

где p, q, к — целые числа (возможно, р=—g=+°°), 0(оо)=о°.
В полуплоскость Imz<0 функции 9(z) мы продолжаем формулой 0(z) = 
=0(z).

Теорема 1. Класс 5 состоит из всех функций u(z), представимых 
в виде u(z) —cos 0 (z), где 0 (z) efR.

Замечание 1. Подкласс состоящий из функций u(z)eg
u(0)=l рода нуль с положительными корнями, был введен ранее 
М. Г. Крейном (2). Из теоремы 1 следует, что он состоит из функций 
u(z) =cos 0(z), где 0 (z) eJR и p=0, q=+°°.

Замечание 2. Функции и(z)не выше экспоненциального типа и
00

J 1п+1 и (f) | (l+i2)~4£<o°. (4)

Существенные для дальнейшего асимптотические свойства функций 
класса 5 получаются из следующей теоремы о функциях w(z), дающих 
конформные отображения полуплоскости Imz>0 на области вида

{Imzr<0}\ (J {Re w=mh, (5)
h=— oo

где mh — произвольные вещественные числа, inf (mk+i—mh)>0, 0^hk<oo 
W (oo) =oo.
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Теорема 2. Для того чтобы функция w(z) допускала представление 
w (z) =cz+dti+dlz~i+. . ,+dpz~p+ty (z)z~p,

где c>0, da,. . ., dp — вещественные постоянные, а функция i|j (z) удовлет­
воряет одному из следующих условий-, a) i['(z) принадлежит классу Н, в 
полуплоскости Imz>6, V6>0, б) ip(z) принадлежит классу Н2 в полу­

плоскости Imz>0, в) max |2<°=, необходимо и достаточно, чтобы
Ik, k + 1't

выполнялись соответственно условия-. az) mkphk<.°o, б') 2) тД’П/р^00,
/г == — со /; = — зс

в'') Е
k=-co

Теорема 3. Пусть u(z) =cos0(z)eg:. Для того 
представление

d с
и (z) =cos (cz+d0) +---------sin (cz+d0) +

cz+do

чтобы имело место

/(z)
z

где c>0, d0, di — вещественные постоянные, a /(z) — целая функция экспо­
ненциального типа, Д.х)^йД~ж, оо), необходимо и достаточно, чтобы р = 
=—со, д=+°°, 2 k2hk<<x>,

Ь=_=с
Пусть числа ... ак~^аД<аДщ ^а1-щ<... определены условиями 

и(ак±')==(-].у, \и(х) |Ss='l при х^[ад, аД].
Для справедливости асимптотических формул

аД=с 1 (/сл—d0) —dj (/ел—d0) iJrk ^Д.
оо

Й = -со

(ег)2<°°,

где е>0, d0. df — вещественные постоянные, необходимо и достаточно, что­

бы р=—°о, q=+<x>, £ (khky<°°.
k — — co

Изучение возможного расположения простых корпей уравнения u"(z)~ 
=1, где приводит, как показал М. Г. Крепи (2), к следующей зада­
че. Обозначим через ® класс всех вещественных целых функций экспонен­
циального типа, удовлетворяющих условию (4). Требуется найти условия 
на функцию T(z)e(i с простыми вещественными нулями, обеспечивающие 
разрешимость в классе ® неопределенного уравнения

X2(z)+7’(z)F2(z)=l. (6)

Теорема 4. Для того чтобы уравнение (6) имело решение X(z), 
Y(z)e@, необходимо и достаточно, чтобы нашлись функция cp(z) и по­
стоянная h такие, что функция

9(г)=й+
О

принадлежит классу 9J. Общий вид функций X(z), Y(z) и удовлетворяю­
щих уравнению (6) дается формулами

X(z)=cos0(z), Y(z)={T (z)}-7= sine(z). (7)

Замечание. Условие, указанное в теореме 4, является необходимым 
и достаточным и для существования решения X(z), Y(z) уравнения (6) 
в классе вещественных целых Лункцнй с вещественными корнями. Об­
щий вид таких решений дается формулами (7).

Обозначим собственные значения краевых задач, порождаемых на сег­
менте [0, с] операцией (1) и краевыми условиями

р(О)=у(с)=О или у(О)=/(с)=О, (8)
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соответственно через м, Л2,... и Vt, v2,... Следующие теоремы уточняют 
известные асимптотические формулы (см., например, ( для последо­
вательностей {A*}, {vj, {щГ}’ {fV}. Пусть РИ2"[0, с] — пространство 
С. Л. Соболева п раз дифференцируемых на сегменте [0, с] функций 
с обычным определением нормы, а ЙЛ'ЧО, с] — его подпрострапство, со­
стоящее из функций v (ж) еГГ2"[О, с], удовлетворяющих периодическим 
краевым условиям: Vм (0) =и'’л} (с), к=0 1,. . . , п—1. Отметим, что
F/2°[0, c]=W[0, c]=L2[0, с].

Теорема 5. Если вещественная функция v(x) ЛЦ’‘[0, с], то собст­
венные значения краевых задач (8), порождаемых на сегменте [0, с] 
операцией (1), удовлетворяет таким асимптотическим формулам-.

n,t як
l«S2j+l=fin + 2

-(2J+1)

+
с

УУ-"(2Л1’.+ £

l=sS2j + Kn + 2

/ л(2/с-1) ~(2j+1)
\ 2с /

( л(2/с—1)
\ 2с

/(2fe-l)
\ 2с

где числа a2j+i, Ъ2,+1 от к не зависят,
С

a^b^c-1 \v(x)dx,
о

s„(p) = ( — 1) ”c~l J sin |рх--- — (гг+1) |к<п) (х) dx,

О

S (Ы2+1М2)<°°-
;<=1

Теорема 6. Если вещественная функция v(x)^W2n[0, с], то собст­
венные значения периодической и антипериодической краевых задач, по­
рождаемых на сегменте [0, с] операцией (1), удовлетворяют таким асимп­
тотике, ск им. формулам:

як
1^2Я1^л + 2

-(п+1)

с

где числа те же, что в теореме 5. и

с

еп (р) =c_1 J рх^
о

V !®ч±|2<оо.
/—А

Обратную задачу для операторов Хилла и тесно связанную с ней обрат­
ную задачу Борга о восстановлении потенциала р(ж) по спектрам {AJ, 
{vj краевых задач (8) можно свести к обратной задаче теории рассеяния. 
При этом получается такое видоизменение результата М. Г. Гасымова 
и Б. М. Левитана (3), относящегося к обратной задаче Борга:

Теорема 7. Для того чтобы две последовательности вещественных 
чисел f/_.}. {vft} были спектрами краевых задам (8), порождаемых на сег­
менте [0, с] одной и той же операцией (1) с вещественным потенциалом 
к(.г)еГГ2"[0, с], необходимо и достаточно, чтобы они перемежались:

— °°<v1<A1<v2<A2< ,,.
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и удовлетворяли таким асимптотическим формулам-.
як
с

■+ У, ^2J + 1

K2j+l^n + 2

(2J + D

л (2/c—1)
2c + £ e=,,.

K2J+Kn+2

я (2k—1)
, 2c )

-(2?+D
+fc-(,!+1V

где числа Ai=Bi, X2j+1, B2j+i не зависят от к и £ {1<Ц12+1 у*12}<ос.
fe==l

Характеристику спектров операторов Хилла дает
Теорема 8. Для того чтобы существовал оператор Хилла с вещест­

венным периодическим (v(x)=v(x+c)) потенциалом v(x)^W2”[0, с],. 
спектр которого состоит из заданной последовательности сегментов (2), не­
обходимо и достаточно, чтобы

щг=ц0++г2 (л/с±0),
где z(0) — функция, конформно отображающая область (3), у которой 
р=—°°, <7=+°°, ho=O, h;=k.k и £ (A:(i*+1)feJi)2<ooj в верхнюю полуплоскость,. 

k—1
нормированная условиями z (0) =0, liui c0_1z (0) =1.е->оо

Замечание. Доказательство последней теоремы дает также метод 
восстановления всех операторов Хилла, спектры которых состоят из одной 
п той же последовательности (2), удовлетворяющей этим условиям.

Сопоставим каждой конечной последовательности сегментов

1Цо+, Р-1 ], [ Р1+, Цг Рк-1, LI.V ], [ , оо ]
два полинома’

W .V
<2(z) = JJ (z2-cr) (z2-c,+), Р(z) = JJ (z2-^),

A=1 fe=l
где c/1± = tife- — p0+, а числа ph^[ck~, cfe+] определяются из системы 

y~
§ {Q (x)}~'2 P (x) dx = 0, k=l,2,...,N.

УД2
В силу теоремы Шварца — Кристоффеля функция

Z
№(z)= J {<?(□}

о
осуществляет конформное отображение верхней полуплоскости на область 
(5), где hk=ho=O при | к | >А7, а при 1«£ | к | C7V выполняются равенства 

]тк=1юк, тк=—т_к, причем
УйД уу

mk=- $ {Q^)}-k-P^dt, hk= \ 
0 УУ1

Отсюда и из теоремы 8 вытекает
Следствие. Для того чтобы конечная последовательность сегментов 

(9) была спектром некоторого оператора Хилла с вещест венным с-перио- 
дическим потенциалом, необходимо и достаточно, чтобы числа л~1спгк были 
целыми.
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